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摘  要 

本文定义了一类(p, m)-凸函数，给出了两个判定此类函数的充要条件，推导了与之相关的Hermite- 
Hadamard型不等式，并将其应用到中学数学教学的具体场景中。 
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Abstract 
A class of (p, m)-convex functions are defined. Then, two necessary and sufficient conditions are 
given to judge this kind of function. Moreover, a Hermite-Hadamard type inequality on the (p, 
m)-convex functions is derived. At last, two application cases of middle school mathematics 
teaching are given. 
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1. 引言及预备知识 

由于在控制与优化、中学数学教学等领域的应用十分广泛，关于凸函数和广义凸函数的研究异常丰

富。首先，我们引进一些需要用到的概念和已有研究结果。 
定义 1.1 [1]设函数 ( ): ,f I R R⊆ = −∞ +∞ → ，若对任意的 1 2,x x I∈ 和任意的 [ ]0,1∈λ ，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1 ,f x x f x f x+ − ≤ + −λ λ λ λ                        (1.1) 

则称 f 为 I 上的凸函数。若不等式(1.1)的反向不等式成立，则称 f 为 I 上的凹函数。 
1985 年，G. Toader 首先提出了 m-凸函数的定义。 
定义 1.2 [2]设 [ ] ( ): 0, 0f b R b→ > ， ( ]0,1m∈ ，若对任意的 [ ]1 2, 0,x x b∈ ， [ ]0,1∈λ ，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1 ,f x m x f x m f x+ − ≤ + −λ λ λ λ                      (1.2) 

则称 f 为 [ ]0,b 上的 m-凸函数。 
2007 年，文[3]给出了 p-凸函数的定义。 
定义 1.3 [3]设 ( )f x 是定义在区间 ( ),I ⊆ −∞ +∞ 的函数上，对任意 1 2,x x I∈ 和 ( )0,1t∈ ，若存在

2 1p k= + 或
np
m

= ( )2 1, 2 1, , ,n r m s k r s N= + = + ∈ 使得 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1 21 1 ,p p pf tx t x tf x t f x
 
 + − ≤ + −  
 

                      (1.3) 

则称 ( )f x 为 I 上的 p-凸函数；若不等号反向，则称 ( )f x 为 I 上的 p-凹函数。 
在文[4]中，建立了如下的 m-凸函数的 Hermite-Hadamard 型积分不等式。 
定理 1.1 [4]设 [ )0: 0,f R R= +∞ → 是 m-凸函数， ( ]0,1m∈ 。若对 0 a b≤ < < +∞，若 [ ]( ),f a b′∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 d min , .
2 2

b

a

f a mf b m mf a m f b
f x x

b a
 + + ≤  

−   
∫                 (1.4) 

2011 年，宋振云和涂琼霞在文[5]中给出了关于 p-凸函数的 Hermite-Hadamard 型积分不等式。 
定理 1.2 [5]设 ( )f x 是 I R+∈ 上的连续函数，若 ( )f x 是 [ ],a b I⊆ 上的 p-凸函数，则 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),1, d .
p p

b p
P a

f b f a J a bb f b a f a
f S a b f x x

b a b a b a
−−

≤ ≤ −
− − −∫           (1.5) 

其中 ( ),PS a b 和 ( ),pJ a b 分别是正数 ,a b的 p 次 Stolarsky 平均[6]和广义单参数平均[7]，即 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )

1
1 11 1

, , , .
1 1

p pp p p

P p p p

p b aa bS a b J a b
p a b p b a

+ ++ + − −
= =  + − + − 

 

一个很自然的问题是，m-凸函数与 p-凸函数之间有什么联系呢？鉴于此，本文试图构建一类兼具 m-
凸函数与 p-凸函数特性的新的广义凸函数来系统研究，希望能给中学数学的教与学提供一些有益参考。 

2. 定义及判别方法 
定义 2.1 设 ( )f x 是定义在区间 ( ),I ⊆ −∞ +∞ 的函数上，若对任意 1 2,x x I∈ ， ( )0,1t∈ ， ( ]0,1m∈ ，存
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在 2 1p k= + 或 ( )2 1, 2 1, , ,np n r m s k r s N
m

= = + = + ∈ 使得 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1 21 1 ,p p pf tx m t x tf x m t f x
 
 + − ≤ + −  
 

                   (2.1) 

则称 ( )f x 为 I 上的 ( ),p m -凸函数。 
注 1 当 1m = 时， ( )f x 为区间 I 上的 p-凸函数。 
注 2 当 1, 1m p= = 时， ( )f x 为区间 I 上的凸函数。 

以下假定 ( ),I a b= ，b a> ， { } { }inf ,supp p p

x I x I
I x x

∈ ∈

 =  
 

和 ( )0,1t∈ 。 

定理 2.1 ( )f x 为 I 上的 ( ),p m -凸函数的充要条件是

1
pf x

 
  
 

为 pI 上的 m-凸函数。 

证明：(充分性)设
1
pf x

 
  
 

为 pI 上的 m-凸函数， 1 2,x x I∈ ， 1 2,p p px x I∈ ，令 ( )1 21p px tx m t x= + − ，得 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 2

1 1

1 2

1 2

1

1

1 .

p pp p

p pp p

f x f tx m t x

tf x m t f x

tf x m t f x

   
 = + −        
   

≤ + −   
   

= + −

 

由定义 2.1 易知， ( )f x 为 I 上的 ( ),p m -凸函数。 
(必要性)设 1 2,x x I∈ ， 1 2,p p px x I∈ ，由 ( )f x 为 I 上的 ( ),p m -凸函数，则 

( ) ( )

1
1 1 1 1

1 2 1 21 1 .
p p p

p p p pf t x m t x tf x m t f x

 
         
 + − ≤ + −                           
 

 

即 

( ) ( )
1 11

1 2 1 21 1 .p ppf tx m t x tf x m t f x
    

 + − ≤ + −              
 

由定义 1.2 易知，

1
pf x

 
  
 

为 pI 上的 m-凸函数。 

定理 2.2 设 ( ),I ⊆ −∞ +∞ ， ( ): ,f I → −∞ +∞ ， 1 2 3, ,x x x I∀ ∈ ， 1 2 3x x x< < ，则 ( )f x 为 I 上的 ( ),p m -
凸函数的充要条件是 

( ) ( )
1 1 1 1

1 3 2 1 2 1 1 3 0.p p p px mx f x f x x x f x mf x
          
   − − − − − ≤                           

              (2.2) 

证明：(充分性)由 ( ) ( )
1 1 1 1

1 3 2 1 2 1 1 3 0p p p px mx f x f x x x f x mf x
          
   − − − − − ≤                           

，得 
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1 1 1 1
2 1

2 1 1 3
1 3

.p p p px xf x f x f x mf x
x mx

        −
 − ≤ −              −          

 

即有 
1 1 1

2 3 2 1
2 1 3

1 3 1 3

.p p px mx x xf x f x m f x
x mx x mx

     − −
≤ −          − −     

 

令 

( )2 3 1 2
2 1 3

1 3 1 3

,1 , 1 ,x mx x xt t x tx m t x
x mx x mx
− −

= − = = + −
− −

 

因此 

( )
1 1 1

2 1 31 .p p pf x tf x m t f x
     

≤ + −          
     

 

于是有 

( ) ( )
1 11

1 3 1 31 1 .p ppf tx m t x tf x m t f x
    

 + − ≤ + −              
 

由定义 2.1 易知， ( )f x 为 I 上的 ( ),p m -凸函数。 
(必要性)若 ( )f x 为 I 上的 ( ),p m -凸函数，令 

( )2 3 1 2
1 2 3 1 2 3 2 1 3

1 3 1 3

, , , , ,1 , 1 ,x mx x xt x x x I x x x t x tx m t x
x mx x mx
− −

= ∈ < < − = = + −
− −

 

得 

( )

( )

1 1

2 1 3

1
1 1

1 3

1 1
2 3 1 2

1 3
1 3 1 3

1

1

.

p p

p p p
p p

p p

f x f tx m t x

f t x m t x

x mx x xf x m f x
x mx x mx

   
 = + −        
 
     
 = + −               
 

   − −
≤ +      − −   

 

即 
1 1 1 1

2 1
2 1 1 3

1 3

.p p p px xf x f x f x mf x
x mx

        −
 − ≤ −              −          

 

于是 

( ) ( )
1 1 1 1

1 3 2 1 2 1 1 3 0.p p p px mx f x f x x x f x mf x
          
   − − − − − ≤                           

 

证毕。 
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3. (p, m)-凸函数的 Hermite-Hadamard 型不等式 

现在建立 ( ),p m -凸函数的 Hermite-Hadamard 型不等式。 
定理 3.1 设 ( ]0,1m∈ ，f 是 [ ]0,+∞ 上的 ( ),p m -凸函数。当 0 a b≤ < 时，若 f 在 [ ],ma b 上可积，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

,1 d ,
p

b p

ma

f b mf a J ma bbf b m af a
f x x

b ma b ma b ma

+
 −−  ≤ −

− − −∫            (3.1) 

其中 

( ) ( )
11

1 1

, 1,0 .,
1

pp p

p p p
m a b pp b aJ ma b

p b ma

+
+ +− ⋅

≠ ≠ −= ⋅
+ −

 

证明：令 ( )
1

1p p px tb m t a = + −  ，利用定义 2.1 中的不等式(2.1)和分部积分公式，易得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1

0
1

1

0

1

1

1

0

1

0
1

d 1 d 1

1 d 1

1

1 d 1

1

1

b p p p pp p
ma

p p p

p p p

p p p

p p pp

f x x f tb m t a tb m t a

tf b m t f a tb m t a

tb m t a

tb m t a tf b m t f a

bf b mf a ma f b mf a tb m t a

tf b m t f a

   = + − + −   

  ≤ + − + −   

 + − 

   − + − + − 

    = + −  



 = − ⋅ − − + − 

 
   

∫ ∫

∫

∫
1

1

0
d .p t  ∫  

令 ( )1p pu tb m t a= + − ，经简单的定积分计算，上述式子可变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 11

1 11

1 11 111

11

d 1

1 d

1
1 1

d

p

p

p

p

b p
ma

bp p
p p

p p

b

p p
p

p p

p

p
p pma

ma

f x x bf b m af a f b mf a

bf b m af a f b mf a u u
b

b ma
bf b m af a f b mf a

b ma
p

p

bf b m a

u u
b ma

ma

f a f b mf a

+

+

+ +
+

+

 
 ≤ − − −   

  
 

 = − − − ⋅   
  

 
 = − − − ⋅   

   +

 
 = − − −   

 

−

−



−

−

∫

∫

∫

( ) ( )

11
1 1

.
1

p p

p

p

p

b a

p b ma

m +
+

+
 
 − ⋅

−

 
 
+ ⋅

 

其中 

( ) ( )
11

1 1

, 1,0 ,,
1

pp p

p p p
m a b pp b aJ ma b

p b ma

+
+ +− ⋅

≠ ≠ −= ⋅
+ −

 

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

,1 d .
b

m

p
p

a

f b mf a J ma bbf b m af a
f x x

b ma b ma b ma

+
 

≤
−−  −

− − −∫  
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注： ( ),p m -凸函数作为 p-凸函数和 m-凸函数的推广，它的 Hermite-Hadamard 型不等式(3.1)也可以

看成是定理 1.1 和定理 1.2 的结论(1.4)和(1.5)的推广。 

4. 应用举例 

中学数学教学中，尤其是中学数学竞赛教学中，经常会遇到一些与凸函数和广义凸函数相关的一些

不等式证明题。下面列举两个应用场景来说明上述 ( ),p m -凸函数的 Hermite-Hadamard 型不等式的应用。 

例 1 已知 1 20 x x< < ，证明：
2 2
1 2

1 2

1 1
2 4 1 1e e e

2 4
x x x x+

≤ + 。 

证明：构造辅助函数 ( ) exf x = ，由定理 2.2 容易得到 ( )f x 是 x R∈ 上的 ( ),p m -凸函数，令
1
2

m t= = ，

2p = ，代入 ( ),p m -凸函数的定义式中，若 1 20 x x< < ，可证得 

2 2
1 2

1 2

1 1
2 4 1 1e e e

2 4
x x x x+

≤ +  

所以原不等式成立。 

例 2 求证：
( )( ) ( )3 3 3 32b a b a b a

b ab a

+ − −
≤

−−
其中 0

2
a b< < 。 

证明：构造辅助函数 ( ) 2f x x= ，根据定理 2.2 容易得到 ( )f x 是区间 ,
2
a b 
  

上的 ( ),p m -凸函数，令

1
2

p = ， 1m = ，代入 ( ),p m -凸函数的 Hermite-Hadamard 型不等式中可得 

( ) ( )2 23 3
2

,1 d ,
b p

a

b a J a bb ax x
b a b a b a

−−
≤ −

− − −∫  

其中 

( )
1 11 1
2 2

1 1
2 2

1, ,
3p

b aJ a b
b a

+ +
−

= ⋅
−

 

化简得 

( )( ) ( )3 3 3 32b a b a b a

b ab a

+ − −
≤

−−
 

所以原不等式成立。 
注：中考、高考和中学数学竞赛中，不等式是必考内容。近年来的趋势是将不等式和一些初等函数，

尤其是凸函数相结合来考察学生的综合运用能力、应变能力和创新发现能力。例 1 就是将指数函数与凸

函数结合的一个典型例子。一般的解法是通过构造合适的函数，运用导数来研究该函数的单调性，进而

得到所需要的不等式。现在运用与 ( ),p m -凸函数相关的 Hermite-Hadamard 型不等式来证明，非常简洁。

例 2 是选自湖北黄冈的一道中考模拟试题，主要考察学生立方差公式、代数式计算和基本不等式等知识

的综合运用能力。一般的证明方法过程比较繁琐。现在运用与 ( ),p m -凸函数相关的 Hermite-Hadamard 型

不等式进行证明，就很简单。 
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