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摘 要

本文基于改进的自适应渐进 II 型删失，对 Chen 分布进行了贝叶斯分析。首先利用 EM 算法得

到了参数的极大似然估计。针对共轭和非共轭的四种信息先验，运用大方差和遗传算法确定了先

验的超参数。进而根据 Metropolis-Hastings 算法实现了后验分布样本的抽取。最后，通过真实
数据集对不同先验下的贝叶斯估计性能进行比较并得出了相应的结论。
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Abstract

This paper presents a Bayesian analysis of the Chen distribution based on an im-
proved adaptive progressive Type-II censoring. Initially, the EM algorithm is used to
obtain the maximum likelihood estimation of the parameters. Four types of informa-
tive priors, including conjugate and non-conjugate, are then determined using large
variance and genetic algorithms. Subsequently, the Metropolis-Hastings algorithm is
employed to extract samples from the posterior distribution. Finally, a comparison
of the Bayesian estimation performance under different priors is conducted using real
datasets, leading to corresponding conclusions.
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1. 引言

在研究寿命数据时, 等待所有的试验单元达到寿命终点后再进行建模和相关分析往往是不现实
的. 事实上, 常见的做法是在一定的时间段内或在特定事件发生之前停止观测, 从而产生删失寿命
数据. 这种删失寿命数据可能会影响试验结果. 寿命数据可能受到不同类型删失的影响, 基于删失
时间在观测寿命的右侧还是左侧, 可以将时间删失数据分为右删失或左删失. 在本文的讨论中仅
关注右删失数据. 更详细的信息, 请参考 Klein & Moeschberger(1997) [1]. 展开对删失数据的研究
对于研究人员来说非常重要. 在传统的 I 型 II 型删失下, Balakrishnan & Aggarwala(2000) [2] 引
入了 II 型渐进删失方案. Ng et al.(2009) [3] 首次提出了自适应渐进 II 型 (AT-II PCS) 删失方案.
Yan et al.(2021) [4] 扩展了自适应型 II 型渐进删失方案, 并提出了改进的自适应型 II 型渐进删失
方案 (IAT-II PCS). 当然, 还存在许多其他改进的研究设计和方法. 在这些删失方案下, 许多学者对
一些重要的寿命分布模型进行了研究, 可参考文献马金歌 (2021) [5], Ranjan et al.(2021) [6], Lv et
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al.(2022) [7], Nassar & Elshahhat(2023) [8] 等.

近年来, 许多学者讨论了在不同的删失方案下贝叶斯和非贝叶斯估计参数的方法. Balakrish-
nan & Mitra (2012) [9] 和 Shang & Ng(2020) [10], 主要关注一些非贝叶斯方法的发展, 特别是利用
期望最大化 (EM) 算法进行最大似然估计. Okash et al.(2021) [11] 在自适应渐进 II 型删失方案下,
获得了 Burr-XII 分布参数和可靠性函数的 E-Bayesian 估计. Zhang et al.(2021) [12] 讨论了在广
义 I 型混合删失下, 浴盆形寿命分布的贝叶斯和 E-Bayesian 估计. Algarni & Almarashi (2021) [13]
介绍了浴盆形寿命分布的 E-Bayesian 估计及其在可靠性特征上的应用. Shi & Gui(2023) [14] 利用
经验贝叶斯和 E-Bayesian 估计, 在渐进 II 型删失下进行了浴盆形寿命分布的可靠性分析. Dey et
al.(2023) [15] 利用渐进 II 型删失数据, 描述了伽马分布的贝叶斯参数估计方法.

Chen 分布由 Chen(2000) [16] 提出, 它的应用可以为产品设计、制造和维护提供重要参考, 对
提高产品质量、可靠性和可维护性有积极影响. Chen 分布具有较高的灵活性、参数解释性和适用
性, 特别适用于描述非负连续随机变量的分布, 在贝叶斯分析中具有一定的优势. 当需要进行贝叶斯
分析时, 选择 Chen 分布可能是因为其能够更好地适应数据、提供直观的参数解释和适用于多种实
际问题. Chen 分布的概率密度函数 (PDF) 和累积分布函数 (CDF) 如下:

f(x;α, β) = αβxβ−1 exp
[
α(1− ex

β

) + xβ
]

x > 0, α, β > 0, (1)

F (x;α, β) = 1− exp
[
α(1− ex

β

)
]

x > 0, α, β > 0. (2)

可靠性函数和失效率可以表示为

S(x;α, β) = exp
[
α(1− ex

β

)
]

x > 0, α, β > 0,

h(x;α, β) = αβxβ−1ex
β

x > 0, α, β > 0,

特别地, 当 β < 1 时, 失效率函数呈浴盆形状.

本文有两个主要目标. 首先考虑了 IAT-II PC 数据, 并考虑了在 IAT-II PC 下的 Chen 分布模
型, 在解决参数的最大似然估计问题时, 选择了自适应步长 EM 算法. 其次对于贝叶斯分析, 本文提
出了一个大方差和遗传算法进行四个先验分布的超参数的选取, 值得一提的是, 遗传算法能够广泛
搜索超参数空间, 不局限于局部最优解, 并且对处理复杂的非线性问题具有良好的适应性和稳健性,
可以很容易地应用于更复杂的超参数优化问题.

2. 模型描述和相应的似然函数

基于 Yan et al.(2021) [4] 提出的 IAT-II 删失方案, 相应的似然函数可以表示为:

L = C

D2∏
i=1

f(xi)

D1∏
i=1

[(1− F (xi))]
Ri (1− F (xB))

B,

这里 xi 表示观测到的个体的寿命, Ri 是预先给定的删失方案, D2, D1, B, C 具体形式见下表 1
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Table 1. Coefficient interpretation
表 1. 系数解释

D2 D1 B C

Case1 m m 0
m∏
i=1

(
n− i+ 1−

i−1∑
s=1

Rs

)
Case2 m k1 n−m−

k1∑
i=1

Ri

m∏
i=1

(
n− i+ 1−

k1∑
s=1

Rs

)
Case3 k2 k1 n− k2 −

k1∑
i=1

Ri

m∏
i=1

(
n− i+ 1−

k1∑
s=1

Rs

)

那么基于 Chen 分布的似然函数可以表示为:

L(α, β) =C

[
D2∏
i=1

αβxβ−1
i exp

(
α
(
1− ex

β
i

)
+ xβ

i

)]

×

[
D1∏
i=1

[
exp

(
α
(
1− ex

β
i

))]Ri

] [
exp

(
α
(
1− ex

β
B

))]B
.

(3)

使用 EM 算法得到参数 α 和 β 的最大似然估计 (MLE), 可以参考 Noori Asl(2017) [17] 文献
中算法步骤. 本文引入了一种基于传统 EM 算法的自适应步长机制, 原理是根据参数更新状态动态
调整步长, 旨在提高算法的收敛速度、稳定性和准确性, 使其更好地逼近最优解. 这使得能够在参数
估计问题中获得更准确的结果. 具体的算法步骤如下所示.

Algorithm 1. EM 算法

Input:
观测数据 x
隐变量 Z
模型参数 Θ

Output:
步骤 1: 初始化参数. Θ(0) = (α(0), β(0)),
步骤 2: E 步骤. 计算隐变量 Z 的后验概率期望, 即计算在给定观测数据 x 和当前参数 Θ(t) 下, 隐变
量 Z 的条件概率分布期望值, 表示为 Q(Θ,Θ(t)).
步骤 3: M 步骤: 利用 E 步骤计算得到的隐变量的后验概率期望, 对参数进行重新估计, 即调整参数使
得似然函数最大化, 表示为 Θ(t+1)) = argmax[Q(Θ,Θ(t))].
步骤 4: 自适应步长机制. 在第二次迭代之后, 根据前一次迭代的结果评估参数的更新状态. 如果观测
到显著的更新步长减半; 如果观测到较小的更新步长加倍.
步骤 5: 重复步骤 2、3、4. 直至参数收敛或达到预设的迭代次数.

接下来给出贝叶斯估计的先验和后验分布的形式.

3. 先验和后验分布

本节考虑了参数 α 和 β 的逆伽马、正态、对数正态和 Weibull 先验四种信息先验类型.
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假设参数 α 和 β 是具有逆伽马信息先验的独立随机变量. 它们的先验分布可以分别表示为:

π1(α) =
ba1
1

Γ(a1)
α−(a1+1) exp(−b1

α
), α, a1, b1 > 0,

π1(β) =
ba2
2

Γ(a2)
β−(a2+1) exp(−b2

β
), β, a2, b2 > 0,

其中, a1 和 a2 是逆伽马先验的形状超参数, b1 和 b2 是尺度超参数.

因此, α 和 β 的联合先验分布可以表示为:

π1(α, β) ∝ α−(a1+1)β−(a2+1) exp(−b1
α
) exp(−b2

β
).

同理假设参数 α 和 β 具有独立的正态先验分布, 它们各自的先验密度函数分别为

π2(α) =
1

σ1

√
2π

exp(−(α− u1)
2

2σ2
1

), α, σ1 > 0,−∞ < u1 < +∞,

π2(β) =
1

σ2

√
2π

exp(−(β − u2)
2

2σ2
2

), β, σ2 > 0,−∞ < u2 < +∞.

得到的联合先验可以表示为:

π2(α, β) ∝ exp(−(α− u1)
2

2σ2
1

) exp(−(β − u2)
2

2σ2
2

). (4)

类似地, 参数遵循对数正态先验的密度函数如下所示.

π3(α) =
1

σ3

√
2π

1

α
exp

(
−1

2

(logα− u3)
2

2σ2
3

)
, α, σ3 > 0,−∞ < u3 < +∞,

π3(β) =
1

σ4

√
2π

1

β
exp

(
−1

2

(logβ − u4)
2

2σ2
4

)
, β, σ4 > 0,−∞ < u4 < +∞.

α 和 β 的联合先验由下式确定:

π3(α, β) ∝
1

α

1

β
exp

(
−1

2

(logα− u3)
2

2σ2
3

)
exp

(
−1

2

(logβ − u4)
2

2σ2
4

)
. (5)

最后, 参数遵循 Weibull 先验的密度函数的表达式如下所示. 其中, k1 和 k2 是 Weibull 先验的
形状超参数, θ1 和 θ2 是尺度超参数.

π4(α) = k1θ1α
k1−1 exp(−(θ1α)

k1), α, k1, θ1 > 0,

π4(β) = k2θ2β
k2−1 exp(−(θ2β)

k2), β, k2, θ2 > 0.
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联合先验如下:

π4(α, β) ∝ αk1−1βk2−1 exp
(
−(θ1α)

k1
)

exp
(
−(θ2β)

k2
)
.

对于每种先验都有两个超参数. 本文通过设置较大的方差和遗传算法来获取超参数的最佳
值. 首先使先验分布具有足够大的方差以适应模型参数. 然后使用遗传算法进一步优化参数
结果. 实际上, 选择较大的方差有助于减少先验的影响, 从而使推断效率更高 (见 Natarajan &
McCulloch(1998) [18]). 此外, 这种方法在缺乏明确信息时有优势. 遗传算法能够在超参数空间中进
行全面的搜索, 可以更好地探索超参数空间中潜在的最优解, 从而有助于找到更好的超参数组合. 因
此, 大方差和遗传算法的结合在确定超参数方面具有一定的优势, 特别是在处理复杂问题和全局优
化时.

此外, 由于术语” 足够大的值” 似乎含糊不清, 人们更喜欢从专家那里获取一些指导来解决选择
问题. 本文参考文献 Ranjan et al.(2021) [6], 设置形状和尺度参数的方差范围为 40000 和 50. 另一
方面, (4)和(5)中给出的先验分布中, 超参数 ui, σi, (i = 1, 2, 3, 4) 来自正态分布和对数正态分布, 不
满足上述形状和尺度参数的限定范围. 因此参数 ui 设置在 (0, 10) 的范围内, σ2

i 根据最大方差值

40000 进行取值. 大方差和遗传算法的步骤如下:

Algorithm 2. 大方差和遗传算法

Output:
步骤 1: 初始化超参数和遗传算法参数.
η(0) = (a1(0), a2(0), b1(0), b2(0), u1(0), u2(0), σ1(0),

σ2(0), u3(0), u4(0), σ3(0), σ4(0), k1(0), k2(0), θ1(0), θ
(0)
2 ).

步骤 2: 定义评估度量函数 G(z), 用于计算给定超参数组合的方差差异和变异系数差异.
a. 基于 z 计算逆伽马分布、正态分布、对数正态分布和 Weibull 分布的参数.
b. 从逆伽马分布、正态分布、对数正态分布和 Weibull 分布生成随机样本.
c. 计算逆伽马分布、正态分布、对数正态分布和 Weibull 分布之间的方差差异.
d. 将方差差异作为评估指标值返回.

步骤 3: 定义适应度函数 H(z), 将方差差异转换为适应度值.
步骤 4: 定义超参数的范围, 包括逆伽马分布和 Weibull 分布的形状和尺度参数, 以及正态分布和对数
正态分布的均值和标准差范围.
步骤 5: 定义遗传算法的参数 ϖ, 包括变量类型、适应度函数、超参数的上下界、种群大小、最大迭代
次数、交叉和变异概率.
步骤 6: 运行遗传算法, 并输出最佳超参数、方差差异和变异系数差异结果.

现在, 定义 Θ = (α, β). 相应的联合后验密度可以分别写为

π1(Θ | data) ∝αD2−(a1+1)e−
b1
α βD2−(a2+1)e−

b2
β exp

[
α

(
D2∑
i=1

(
1− ex

β
i

)
−

D1∑
i=1

Ri

(
1− ex

β
i

)
−B

(
1− ex

β
B

))]
exp

[
β

(
D2∑
i=1

logxi

)]
exp

(
D2∑
i=1

xβ
i

)
,
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π2(Θ | data) ∝ αD2 exp(−(α− u1)
2

2σ2
1

)βD2 exp(−(β − u2)
2

2σ2
2

) exp
[
α

(
D2∑
i=1

(
1− ex

β
i

)
−

D1∑
i=1

Ri

(
1− ex

β
i

)
−B

(
1− ex

β
B

))]
exp

[
β

(
D2∑
i=1

logxi

)]
exp

(
D2∑
i=1

xβ
i

)
,

π3(Θ | data) ∝αD2−1 exp
(
−1

2

(logα− u3)
2

2σ2
3

)
βD2−1 exp

(
−1

2

(logβ − u4)
2

2σ2
4

)
exp

[
α

(
D2∑
i=1

(
1− ex

β
i

)
−

D1∑
i=1

Ri

(
1− ex

β
i

)
−B

(
1− ex

β
B

))]

exp
[
β

(
D2∑
i=1

logxi

)]
exp

(
D2∑
i=1

xβ
i

)
,

π4(Θ | data) ∝αD2+k1−1 exp
(
−(θ1α)

k1
)
βD2+k2−1 exp

(
−(θ2β)

k2
)

exp
[
α

(
D2∑
i=1

(
1− ex

β
i

)
−

D1∑
i=1

Ri

(
1− ex

β
i

)
−B

(
1− ex

β
B

))]

exp
[
β

(
D2∑
i=1

logxi

)]
exp

(
D2∑
i=1

xβ
i

)
.

可以看到后验分布是复杂的, 无法直接获取样本. 因此, 采用 Metropolis-Hastings(M-H) 算法
来解决这个问题. M-H 算法是一种用于从复杂概率分布中采样的马尔科夫链蒙特卡洛 (MCMC) 方
法. 它可以用于估计参数的后验分布或计算模型的边际似然. Yan et al.(2021) [4] 将 M-H 算法与
Gibbs 采样结合使用. 然而, Gibbs 采样要求每个参数的条件分布可以很容易地进行采样, 这在某些
情况下可能无法满足. 因此, M-H 算法更可取. 需要注意的是, p(Θ | x) 表示给定观测值 x 下的向

量参数 Θ 的联合后验分布. 基本算法可以定义如下.

Algorithm 3. Metropolis-Hastings 算法

Output:
步骤 1: 将迭代次数初始值设置为 t = 1, 初始化参数值 Θ(0), 并设置 Θ(t) = Θ(0).
步骤 2: 对于每个迭代 t(t = t+ 1), 重复以下步骤

a. 从提议分布 Q(Θ(t− 1)|Θ(t)) 中生成一个提议参数值 Θ∗.
b. 计算接受概率 α(Θ(t− 1)|Θ(t)) = min

(
p(Θ|x)

Θ(t−1)|x , 1
)

.
c. 从均匀分布 (0,1) 中生成一个随机数 u.
d. 如果 u ≤ α(Θ(t− 1)|Θ(t)), 接受提议并设置 Θ(t) = Θ∗. 否则, 拒绝提议并设置 Θ(t) = Θ(t−1).

步骤 3: 重复步骤 2 足够多次的迭代 (t = N), 以获得所需的样本.
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3.1. 损失函数

在贝叶斯分析中, 损失函数的选择非常重要. 本文使用对称和非对称损失函数, 主要是均方误差
损失函数 (SEL)、LINEX 损失函数 (LL) 和熵损失函数 (EL).

定义参数 Θ 的估计值为 Θ̂. 参数 Θ 在均方误差损失函数 (SEL)、非对称损失函数 LINEX 损
失函数 (LL) 和熵损失函数 (EL) 下的定义如下:

LSEL(Θ, Θ̂) = (Θ− Θ̂)2,

LLL(Θ, Θ̂) = eg(Θ̂−Θ) − g(Θ̂−Θ)− 1, g ̸= 0,

LEL(Θ, Θ̂) =

(
Θ̂

Θ

)q

− q ln Θ̂

Θ
− 1.

在三种损失函数下, 结合 M-H 算法通过计算后验均值可以获得参数 Θ 的贝叶斯估计值.

Θ̂SEL =
1

N −M

N∑
t=M+1

Θ(t),

Θ̂LL = −1

g
ln
(

1

N −M

N∑
t=M+1

egΘ
(t)

)
, g ̸= 0,

Θ̂EL =

[
1

N −M

N∑
t=M+1

(
Θ(t)

)−q

]− 1
q

, q ̸= 0,

其中 M 表示在燃烧阶段使用的迭代次数, g 和 q 是常数.

4. 实际数据分析

本节对 Hand & Ostrowski(1993) [19] 的真实数据集进行分析, 该数据集最初记录了 148 名肾
移植患者的存活时间 (以月计). 完整的数据集如表 2所示. Algarni et al.(2020) [20] 使用了相同
的数据集, 采用了 I 型删失方案, 将伽马分布作为共轭先验分布, 在均方误差损失函数下获得了
E-Bayesian 估计量, 并提出该数据呈现出浴盆形的失效率.

数据集进行 KS 检验得到的拟合的结果见表 3, 拟合结果显示 Chen 分布的 K-S 距离较小, 而
指数分布、Weibull 分布和 Kumaraswamy-指数分布的距离较大, 并且只有 Chen 分布的 P 值满足
大于 0.5. 再次绘制数据集 2 的经验分布函数和 Q-Q 图, 如图 1所示. 综上所述, Chen 分布适用于
肾移植患者的数据集.
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Table 2. Data of 148 kidney transplant patients
表 2. 148 名肾移植患者数据

0.035 0.068 0.100 0.101 0.167 0.168 0.190 0.213 0.233 0.234

0.508 0.508 0.533 0.633 0.767 0.768 0.770 1.066 1.267 1.300

1.600 1.639 1.803 1.867 2.180 2.667 2.967 3.328 3.393 3.700

3.803 4.311 4.867 5.180 6.233 6.367 6.600 6.600 7.180 7.667

7.733 7.800 7.933 7.967 8.016 8.300 8.410 8.607 8.667 8.800

9.100 9.233 10.541 10.607 10.633 10.667 10.869 11.067 11.180 11.443

12.213 12.508 12.533 13.467 13.800 14.267 14.475 14.500 15.213 15.333

15.525 15.533 15.541 15.934 16.200 16.300 16.344 16.600 16.700 16.933

17.033 17.067 17.475 17.667 17.700 17.967 18.115 18.115 18.933 18.934

19.508 19.574 19.733 20.148 20.180 20.900 21.167 21.233 21.600 22.100

22.148 22.180 22.180 22.267 22.300 22.500 22.533 22.867 23.738 24.082

24.180 24.705 25.213 25.705 29.705 30.443 31.667 31.934 32.180 32.367

32.672 32.705 33.148 33.567 33.770 33.869 34.836 34.869 34.934 35.738

36.180 36.213 39.410 39.433 39.672 40.001 41.733 41.734 42.311 42.869

43.180 43.279 43.902 44.267 44.475 44.900 45.148 46.451

定义 K1 为时间阈值 T1 之前失效的单元数, 那么在 T1 之后第一个失效的单元将是第 (K1+1)
个失效的单元. K2 (K1 ≤ K2 ≤ m) 则表示在时间阈值 T2 之前观测到的失效单元数. 生成删失
样本的删失方案如表 4所示. 生成样本的算法可参考 Yan et al.(2021) [4]. 将 n 的值设置为 148,
α = 0.043 和 β = 0.386 作为参数初始值. 选择 m 的值为 100、74 和 37. 时间阈值 (T1, T2) 设置

为 (4, 10) 和 (4, 30) 以生成具有 IAT-II PCS 的样本. 由大方差和遗传算法得到的先验超参数值
见表 5.

根据上述描述, 图 2和图 3显示了参数 α 和 β 的 MLE 和贝叶斯估计的偏差 (Bias) 和均方误差
(MSE), 结果可以看出, 随着失效单元数 m 的减少, 均方误差增加; 而随着时间阈值 T2 的增加, 均
方误差减小. 此外, 四种先验下的贝叶斯估计性能都优于 MLE 估计; 在贝叶斯估计中, 对数正态先
验下的估计性能相对更好; α 在平方误差损失函数下具有较小的均方误差, 而 β 在熵损失函数下具
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有较小的偏差和均方误差; 当 m = 74 和 m = 37 时, 在删失方案 III 下表现优于删失方案 I 和 II.
图 4和图 5中的热图显示了不同时间阈值的均方误差对比, 可以对 MLE 和贝叶斯方法进行直观比
较.

Table 3. K-S test results of the dataset
表 3. 数据集的 K-S 检验结果

分布 K-S 距离 P 值

Chen 分布 0.062083 0.6183

指数分布 0.59792 2.20E-16

Weibull 分布 0.84902 2.20E-16

Kumaraswamy-exponential 分布 0.63428 2.2E-16

Figure 1. (a): Empirical distribution function of actual data, (b): Q-Q plot of actual data
图 1. (a) 实际数据经验分布函数, (b) 实际数据 Q-Q 图
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Table 4. Deletion scheme
表 4. 删失方案

(T1, T2)=(4,10) (T1, T2)=(4,30)

m 删失方案 (K1,K2)

100

I Rm = n−m,Ri = 0 for i ̸= m (31,52) (31,100)

II R1 = n−m,Ri = 0 for i ̸= 1 (2,10) (2,67)

III
Rm+1

2
= n−m,Ri = 0 for i ̸= m+1

2
; if m is odd, and

(31,52) (31,74)
Rm

2
= n−m,Ri = 0 for i ̸= m

2
, if m is even

74

I Rm = n−m,Ri = 0 for i ̸= m (31,52) (31,74)

II R1 = n−m,Ri = 0 for i ̸= 1 (0,1) (0,15)

III Ri =
n−m
m

, i = 1, 2, · · · ,m (16,26) (16,58)

37

I Rm = n−m,Ri = 0 for i ̸= m (31,37) (31,37)

II R1 = n−m,Ri = 0 for i ̸= 1 (0,1) (0,4)

III Ri =
n−m
m

, i = 1, 2, · · · ,m (8,13) (8,29)

Table 5. Hyperparameter value
表 5. 超参数值

先验分布 超参数

inverse Gamma a1=1.00, b1 = 1.02, a2=1.00, b2 = 1.01

Normal u1 = 2.79, σ1 = 1.00, u2 = 7.65, σ2 = 1.00

Log-normal u3 = 3.35, σ3 = 1.00, u4 = 2.79, σ4 = 1.00

Weibull k1 = 1.00, θ1 = 1.00, k2 = 1.00, θ2 = 1.01
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Figure 2. Bias and mean square error of Bayesian
estimation using M-H algorithm at T1 = 4, T2 = 10

图 2. 利用 M-H 算法, 在 T1 = 4, T2 = 10 下贝叶斯
估计的偏差和均方误差
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Figure 3. Bias and mean square error of Bayesian
estimation using M-H algorithm at T1 = 4, T2 = 30

图 3. 利用 M-H 算法, 在 T1 = 4, T2 = 30 下贝叶斯
估计的偏差和均方误差
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Figure 4. (a): Heat map of α, (b): Heat map of β at (T1, T2) = (4, 10)

图 4. (a) α, (b) β 在 (T1, T2) = (4, 10) 下的热图

Figure 5. (a): Heat map of α, (b): Heat map of β at (T1, T2) = (4, 30)

图 5. (a) α, (b) β 在 (T1, T2) = (4, 30) 下的热图
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