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Abstract 
In the case of longitudinal data, this paper studies two-side test problem of linear exponential dis-
tribution parameters under square loss function. By applying Markov inequality, the EB test rules 
for parameter of the linear exponential distribution are constructed and the asymptotically op-
timal property is obtained. Finally, we obtain the convergence rate of the proposed EB test under 
suitable conditions. 
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摘  要 

基于纵向数据下，本文讨论了在平方损失函数下线性指数分布参数的双边检验问题，利用Markov不等

式证明了构造的经验贝叶斯双边检验函数具有渐近最优性，并获得了其收敛速度。 
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1. 引言 

自 John 和 Ryzin [1] [2]分别对独立同分布( . . .i i d )样本情形的离散型和连续型指数族提出经验贝叶斯

(EB)检验方法以来，经过国内外学者的致力研究，目前对于分布族参数的经验贝叶斯双边检验问题的研

究已有了一定的成果[3]-[8]。但大多数文献都是针对无重复 . . .i i d 样本进行讨论的，而很少讨论重复样本

下贝叶斯的双边检验问题。然而，在实际研究中常常需要对随机变量进行大量重复的观测，如在生物学，

医学和经济学等领域的研究中常常对观测个体进行重复的大量观察，获得一系列的纵向数据。鉴于此，

本文将在纵向数据情形下，构造线性指数分布族参数的检验函数，并对其双边检验问题进行讨论。 
考虑如下的线性指数分布族 

( ) ( )
2

2e
− −

= +
xx

f x x
µθ

θ µ θ                                    (1) 

其中， θ 为未知参数， 0>µ 为常数且已知。参数空间为 ( )0 : d 1
Ω

 
Θ = > = 

 
∫ f x xθ θ 。样本空间为

{ }0Ω = >x x 。 

本文讨论下列双边检验问题 

0 1 2 1 1 2: ,≤ ≤ ⇔ ≤ >或H Hθ θ θ θ θ θ θ                                (2) 

此处 1 2,θ θ 为给定的常数，如果取 1 2
0 2

+
=
θ θθ 和 2 1

0 2
−

=
θ θε ，则(2)等价于 

* *
0 0 2 1 0 0: :− ≤ ⇔ − >H Hθ θ θ θ θ ε                                (3) 

对于(3)式的双边假设检验问题，可设其平方损失函数为 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

2 22 2
0 0 0 0 1 1 0 0, , ,   − > − ≤   

   = − − = − −   L d a I L d a Iθ θ ε θ θ εθ θ θ ε θ ε θ θ  

其中， 0>a 为常数， { }0 1,=d d d 表示行动空间； 0d 表示接受 *
0H ， 1d 则表示否定 *

0H ；此处假定参数θ 的

先验分布为 ( )G θ ，且 ( ) ( )d d=G gθ θ θ ，其中先验分布族为 : , 1
Θ

 
< ∞ ≥ 

 
∫G δθ δ 。而且 ( )G θ 未知。 

设随机判决函数为 

( ) ( )*
0x P H X xδ = =接受 ,                                  (4) 

则 ( )xδ 的风险函数为 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1, , , 1 d d d GR x G L d f x x L d f x x x G a x x x Cδ θ θ θ δ θ θ δ θ β δ
Θ Ω Ω

 = + − = + ∫ ∫ ∫ (5) 

此处 ( ) ( )1 1, d
Θ

= ∫GC L d Gθ θ ，

 
( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0 d
Θ
 = − − ∫x f x Gβ θ θ ε θ θ                              (6) 

令 , ,r v X 的边缘分布为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21

2d e d
− −

Θ Θ
= = +∫ ∫

x x
f x f x G x G

θ µ
θ θ µ θ θ  

令 ( ) ( )
21

2e d
− −

Θ

= ∫
x x

x G
θ µ

ρ θ  

又 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21

1 2e d
− −

Θ
= − + = −∫

x x
x x G f x

θ µ
ρ µ θ θ ，故有 ( ) ( )d

∞
= ∫x

x f x xρ  

所以由(6)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,= − − −x A x x B x f x C x f x f xβ ρ                       (7) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )1 2,f x f x 分别表示 ( )f x 的一阶和二阶导数，且 ( ) 2
02 2= − −A x xµ µθ ， 

( ) 2 2 2
0 0 03 2= − − − −B x x xε µ µ µ θ θ ， ( ) 02 2= − −C x xµ θ  

由(6)可知贝叶斯检验函数为
 

( )
( )
( )

1, 0,

0, 0.

≤= 
>

若

若
G

x
x

x

β
δ

β
                                   (8)

 

其贝叶斯风险为
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )inf , , d .
Ω

= = = +∫G G GR G R G R G a x x x C
δ

δ δ β δ                       (9) 

若先验分布 ( )G θ 已知且 ( )xδ 等于 ( )G xδ 时， ( )R G 是可以精确达到的。然而 ( )G θ 是未知的，因此

( )G xδ 对我们而言是不适用的，于是需要引入 EB 方法。 

2. EB 检验函数的构造 
本节主要目的是构造纵向数据下的 EB 检验函数。设 . . .i i d 序列 1 2, , , , nX X X X 共同的边际概率密度

函数为 ( )f x ， 1 2, , , nX X X 表示历史样本，X 表示当前样本。记纵向数据 ijX 为对历史样本 iX 进行第 j

次观测所得的样本 ( )1, , ; 1, ,= =  ii n j n ，
1 211 12 1 21 22 2 1 2, , , , , , , , , , , , ,    

nn n n n nnX X X X X X X X X 相互

独立，且 ( )f x 为其共同的边际概率密度函数。记
1=

= ∑
n

i
i

n n ，假定 ( ) 1
, ,∈ ∈sf x C x Rα ，其中 

( ) ( ) ( ){ }, = s
sC g x g xα 表示 1R 中的一族概率密度函数，其有 s 阶导函数，连续且有 

( ) ( ){ }, 4, , 0+≤ ≥ ∈ >sg x s s Nα α 。接下来首先构造 ( )xβ 的估计量。 

令 ( ) ( )0,1, , 1= −rK x r s 为有界的 Borel 可测函数，其在区间 ( )0,1 之外取值为零且满足条件 ( )1A 。 

( )1A  ( )1

0

1,1 d
0, , 0,1, , 1.!

=
=  ≠ = −

∫


t
r

t r
u K u u

t r t st
 

记 ( ) ( ) ( )0 =f x f x ， ( ) ( )rf x 表示 ( )f x 的第 r 阶导数。定义 ( ) ( ) , 0,1, , 1= −

rf x r s 的核估计为 
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( ) ( ) 1
1 1

1
+

= =

− 
=  

 
∑∑∫

i

n

nn
ijr

r
i j nn

X X
f X K

hnh
                              (10) 

其中{ }nh 为正数序列，且 lim 0
→∞

=nn
h 。由于 ( ) ( ) ( ){ }d

∞

>= =∫ iX xx
x f x x E Iρ ，故可定义 ( )xρ 的估计量为 

( ) ( )
1

1
>

=

= ∑ i

n

n X x
i

x I
n

ρ  

所以 ( )xβ 的估计量定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2= − − −n n n nx A x x B x f x C x f x f xβ ρ                      (11) 
故 EB 检验函数定义为 

( )
( )
( )

1, 0,

0, 0.

≤= 
>

若

若

n
n

n

x
x

x

β
δ

β
                                 (12) 

设 nE 为
1 211 12 1 21 22 2 1 2, , , , , , , , , , , , ,    

nn n n n nnX X X X X X X X X 的联合分布均值，若有 

( ) ( )lim , ,
→∞

=n Gn
R G R Gδ δ ，其中 ( ),nR Gδ 为 EB 检验函数 ( )n xδ 的全面 Bayes 风险 

( ) ( ) ( ), d .
Ω

= +  ∫n n n GR G a x E x x Cδ β δ                             (13) 

则称{ }nδ 为渐近最优的 EB 检验函数。 

若有 ( ) ( ) ( ), , , 0−− = >q
n GR G R G O n qδ δ ，则称 EB 检验函数{ }nδ 的收敛速度为 ( )−qO n 。接下来将导

出{ }nδ 的渐近最优性及其收敛速度。 

3. 几个主要的引理 

引理 3.1 [5]：设 ( ) ( )r
nf x 由(10)式定义，其中

1 211 12 1 21 22 2, , , , , , , , ,   n nX X X X X X 为独立同分布随

机变量序列。假定条件(A1)成立，对∀ ∈Ωx 。 
(I) 当 ( ) ( )rf x 关于 x 连续，当 lim 0

→∞
=nn

h 且 2 1lim 0+

→∞
=r

nn
nh 时，则有 

( ) ( ) ( ) ( )
2

lim 0
→∞

− =r r
nn

E f x f x  

(II) 当 ( ) ,∈ S af x C ，当取
1

2
−

+= s
nh n 时，对于 0 1< ≤λ 有 

( ) ( ) ( ) ( )
( )2 12

2 .
− +

−
+− ≤ ⋅

s
r r s

nE f x f x c n
λ λλ

 

引理 3.2 [2]：令 ( ),GR Gδ 和 ( ),nR Gδ 分别由(9)和(13)式给出，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 , , d .
Ω

≤ − ≤ − ≥∫n G nR G R G a x p x x x xδ δ β β β β  

引理 3.3 [6]：设 ( ) ( )
21

2e d
− −

Θ

= ∫
x x

x G
θ µ

ρ θ 和 ( ) ( )
1

1
>

=

= ∑ i

n

n X x
i

x I
n

ρ ，则对 0 1< ≤λ 有 

( ) ( ) 2−− ≤n nE x x n
λ λρ ρ  

4. EB 检验函数的性质 

本节主要讨论线性指数分布函数族的{ }nδ 的性质并导出其收敛速度为
( )2
2 3
−

−
+

 
  
 

s
sO n

λ

。 
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定理 4.1：设 ( )n xδ 由(12)式定义，
1 211 12 1 21 22 2, , , , , , , , ,   n nX X X X X X 为独立同分布随机变量序

列。假定条件(A1)成立，若 
(i) { }nh 为正数序列，且满足 lim 0

→∞
=nn

h , 5lim
→∞

= ∞nn
nh ； 

(ii) ( )2d
Θ

< ∞∫ Gθ θ ； 

(iii) ( ) ( )3f x 为 x 的连续函数。 

则有 

( ) ( )lim , ,
→∞

=n Gn
R G R Gδ δ                                    (14) 

证明：由引理 3.2 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 , , d
Ω

≤ − ≤ − ≥∫n G nR G R G a x p x x x xδ δ β β β β                   (15) 

记 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )= − ≥n nQ x x P x x xβ β β β ，则有 ( ) ( )≤nQ x xβ 。又由式(6)和 Fubini 定理得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
0 0 0

2 2 2
0 0 0

2 2 2
0 0 0

d d 2 d d

2 d d

d 2 d

Ω Ω Θ
Ω

Θ Ω

Θ Ω

≤ − + +

= − + +

= − + + < ∞

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

x x f x x f x G x

f x x G

G G

β θ ε θ θ θ θ θ

θ ε θ θ θ θ θ

θ ε θ θ θ θ θ
 

故由控制收敛定理我们可以得到 

( ) ( ) ( )0 lim , , lim d
Ω→∞ →∞

 ≤ − ≤   
∫n G nn n

R G R G Q x xδ δ  

所以要证明定理 1 成立，只需证明 ( )lim 0
→∞

=nn
Q x . .a s 成立即可。 

由马尔科夫不等式和 Jansen 不等式有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

1 1
2 22 2

1 1
2 22 21 1 2 2

≤ −

≤ − + −

+ − + −

   ≤ − + −      

   + − + −      

n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

Q x E x x

A x E x x B x E f x f x

C x E f x f x E f x f x

A x E x x B x E f x f x

C x E f x f x E f x f x

β β

ρ ρ

ρ ρ

 

再由引理 3.1 中的(I)知，∀ ∈Ωx ，当 0,1, 2,3=r 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 22 2

1 1
2 22 21 1 2 2

lim lim lim

lim lim 0

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

   ≤ − + −      

   + − + − =      

n n n n nn n n

n n n nn n

Q x A x E x x B x E f x f x

C x E f x f x E f x f x

ρ ρ
          (16) 

将式(16)带入式(15)，定理得证。 
定理 4.2：设 ( )n xδ 由(12)式定义，其中

1 211 12 1 21 22 2, , , , , , , , ,   n nX X X X X X 为独立同分布随机变

量序列。假定条件 ( )1A 成立，且 ( ) ,∈ S af x C ，若 0 1< ≤λ 有 

(iv) ( ) 1
d , 0,1, 2.

−

Ω
< ∞ =∫ mx x x m

λλ β  
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则当取
1

2 4
−

+= s
nh n 时，有 

( ) ( )
( )3
2 4, , ,

−
−

+
 

− =   
 

s
s

n GR G R G O n
λ

δ δ                               (17) 

其中 4≥s 为正整数。 
证明：由引理 3.2，引理 3.3 和 Markov 不等式得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1
1

1
2

1 1 1
3

1 2 2
4

0 , , d

d

d

d

d

.

−

Ω

−

Ω

−

Ω

−

Ω

−

Ω

≤ − ≤ −

≤ −

+ −

+ −

+ −

= + + +

∫

∫

∫

∫

∫

n G n

n

n

n

n

n n n n

R G R G a x E x x x

c x A x E x x x

c x B x E f x f x x

c x C x E f x f x x

c x B x E f x f x x

A B C D

λ λ

λ λ λ

λ λ λ

λλ λ

λλ λ

δ δ β β β

β ρ ρ

β

β

β

                    (18) 

由引理 3.2 (II)和条件(iv)知 

( ) ( )
( )3

12 2 4
1 5d

− −
−− +

Ω
≤ ≤∫

s
s

nA c n A x x x c n
λ

λ λλ β                            (19) 

( )

( ) ( )
( )1 11

2 3 2 3
2 6d

− + − +−
+ +

Ω
≤ ≤∫

s s
s s

nB c n B x x x c n
λ λλλ

β                           (20) 

( )

( ) ( )
( )1 11

2 4 2 4
3 7d

− − − −−
+ +

Ω
≤ ≤∫

s s
s s

nC c n C x x x c n
λ λλλ

β                           (21) 

( )

( ) ( )
( )3 31

2 4 2 4
4 8d

− − − −−
+ +

Ω
≤ ≤∫

s s
s s

nD c n D x x x c n
λ λλλ

β                           (22) 

其中 1 2 8, , , ,c c c c 表示常数。 
将式(19)~(22)带入(18)得 

( ) ( )
( )3
2 4, , .

−
−

+
 

− =   
 

s
s

n GR G R G O n
λ

δ δ  

定理得证。 

从定理 4.2 可以看出，当 1,→ →∞sλ 时，
( )3
2 4

−
−

+
 
  
 

s
sO n

λ

收敛于
1
2

− 
  
 

O n 。 
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