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摘  要 

本文利用矩阵的低秩性、分块性等性质给出了星图的邻接矩阵、关联矩阵、距离矩阵、拉普拉斯矩阵和

无符号拉普拉斯矩阵的Moore-Penrose广义逆。以上结论对进一步研究星图的代数性质提供了理论支撑，

同时对研究其他图类的相关矩阵的广义逆提供了理论参考。 
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Abstract 
Based on the properties of the low rank, partitioned matrix structure, we give the explicit form for 
the Moore-Penrose inverse of the adjacency matrix, incidence matrix, distance matrix, Laplacian 
matrix and signless-Laplacian matrix of star graphs, which provides theoretical support for fur-
ther study of the algebraic properties of star graphs and theoretical aid for the study of the gene-
ralized inverse for matrices of other graphs. 
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1. 引言  
设图 G 是一个无向简单图，其顶点集为 ( ) { }1 2, , , nV G v v v= 

，边集为 ( ) { }1 2, , , mE G e e e= 
。图 G 的

邻接矩阵 ( ) ( )ij n n
A G a

×
= ，其中：当顶点 iv 与 jv 相邻时， 1ija = ；反之 0ija = 。图 G 的点边关联矩阵

( ) ( )ij n m
M G m

×
= ，当顶点 iv 与 je 关联时， 1ijm = ；反之 0ijm = 。图 G 的距离矩阵 ( )ij n n

D d
×

= ，其中 ijd 表

示顶点 iv 与 jv 之间的最短距离。图 G 的度矩阵 ( ) ( )1 2, , , nD G diag d d d= 
，其中 id 表示顶点 iv 的邻点数。

图 G 的拉普拉斯矩阵 ( ) ( ) ( )L G D G A G= − 。图 G 的无符号拉普拉斯矩阵 ( ) ( ) ( )Q G D G A G= + 。 
设图Γ是一个有向简单图，其顶点集为 ( ) { }1 2, , , nV v v vΓ = 

，边集为 ( ) { }1 2, , , mE e e eΓ = 
。定义图Γ

的点边关联矩阵 ( ) ( )ij n m
H h

×
Γ = ，当顶点 iv 是有向边 je 的起点时， 1ijh = − ；当顶点 iv 是有向边 je 的终点

时， 1ijh = ；反之 iv 与 je 不关联时， 0ijh = 。 

对任意的 m nA ×∈ ，如果存在 n mX ×∈ ，满足下面 4 个条件： 

( ) ( ); ; ; ,T TAXA A XAX X AX AX XA XA= = = =  
则称 X 是 A 的 Moore-Penrose 广义逆矩阵[1]，记为 A+。当矩阵 A 可逆时，容易证得 1A A+ −= ；当 A

为行满秩矩阵时，有右逆 ( ) 11 T T
RA A AA

−− = ，为列满秩矩阵时，有左逆 1 1( )T T
LA A A A− −= ，容易证明此时 A

的左逆或右逆就是 A 的 Moore-Penrose 广义逆。反之当 A 既不行满秩又不列满秩时可以使用满秩分解和

奇异值分解去求解 A+，但事实上，使用上述两种方法得到的广义逆的表示形式可能非常复杂，图的相关

矩阵对于研究图的性质有关键作用，因此给出图矩阵广义逆的简洁表示形式是非常有意义的。 
近几十年来，图相关矩阵的广义逆的研究受到了广泛关注，Bapat 等人给出了距离正则图和完全多部

图的关联矩阵的 Moore-Penrose 广义逆，接着又给出了偶数个顶点的轮图的距离矩阵的求逆公式，详见文

献[2] [3] [4]。Hessert 和 Mallik 给出了图的无符号拉普拉斯矩阵和边拉普拉斯矩阵的 Moore-Penrose 广义

逆[5]，接着又给出了单圈图关联矩阵的逆[6]。Alazemi 等人考虑对对称矩阵 A 进行公平划分，得到了 

( ) ( )( )Π ΠA A
++ = 的充分条件，从而利用 ( )( )ΠA

+
重构出 A+，极大地简化了 Moore-Penrose 广义逆的求

解[7]。本文依据星图相关矩阵的结构特点，利用分块矩阵给出了星图邻接矩阵、关联矩阵、距离矩阵、

拉普拉斯矩阵以及无符号拉普拉斯的 Moore-Penrose 广义逆的具体表示形式，对进一步研究星图的代数性

质提供了理论支撑，同时对研究其他图类的相关矩阵的广义逆提供了理论参考。 

2. 预备知识 
设 A 为实数域上的 n 阶分块矩阵，分块划分为 ( )1Π , , mX X= 

，其中每一个 iX 均为非空不交集合，

且有 { }1 1, ,mX X n∪ =∪ 
，矩阵 A 的每一块 ( )| | | | 1 ,i jX X

ij iA j m× ≤∈ ≤ ，即： 

11 1

1

.
m

m mm

A A
A

A A

 
 =  
 
 



 

  
令 ( )Π m mA ×∈ 为划分Π 对应的商矩阵， ( )ΠA 中的元素 ( )Π

ij
A 等于分块矩阵 ijA 的平均行和。如果

矩阵 A 的每一个分块 ( )1 ,ijA i j m≤ ≤ 每一行的和都等于这个分块矩阵的平均行和，则称划分Π是矩阵 A
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的一个公平划分。 
定理 2.1 指出对于对称矩阵 A，如果Π是矩阵 A 的一个公平划分，则Π也是 A 的 Moore-Penrose 广义

逆矩阵 A+的一个公平划分。 
定理2.1 [7]设 m nA ×∈ 且 TA A= ， ( )1Π , , mX X= 

是矩阵A的一个公平划分，对应的商矩阵为 ( )ΠA ，

且 ( )1diag , , mX X X= 
。则Π也是 A+的一个公平划分，对应的商矩阵 

( ) ( )( )1/2 1/2 1/2 1/2 .A X X A X X
++ − −Π = Π

 

引理 2.1 给出了一个 ( )ΠA+ 和 ( )( ) 1
ΠA

−
等价的充分条件。 

引理 2.1 [7]设 A 是一个对称矩阵， ( )1Π , , mX X= 
是矩阵 A 的一个公平划分，对应的商矩阵为 ( )ΠA 。

如果 ( )ΠA 可逆，则 ( )ΠA+ 也可逆且 ( ) ( )( ) 1
Π ΠA A

−+ = 。 

引理 2.2~2.4 给出了 Moore-Penrose 广义逆的相关性质和计算公式。 

引理 2.2 [8]设 m nA ×∈ ， A+为矩阵 A 的 Moore-Penrose 广义逆，则有 ( ) ( )TTAA A A
+ + += 。 

引理 2.3 [8]设 A 是一个对称矩阵，则 1A− 或 A+也是对称矩阵。 
引理 2.4 [8]设 m nA ×∈ ，且有满秩分解 A FG= ，其中 ,m r r nF G× ×∈ ∈  ， ( ) ( ) ( )r r A r F r G= = = 。

则有 ( ) 1T T T TA G F AG F
−+ = 。 

引理 2.5 给出了图的拉普拉斯矩阵、无符号拉普拉斯矩阵和关联矩阵之间的关系。 
引理 2.5 [9]对于无向简单图 G，给其每条边赋方向，记为图Γ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  .T TQ G M G M G L G H H= = Γ Γ  

引理 2.6 给出了一种特殊的矩阵满秩分解方法。 
引理 2.6 [10]设 m nA ×∈ ， ( )rank A r= ，则矩阵 A 存在一个满秩分解 A FG= ，其中， m rF ×∈ ，

r nG ×∈ ，矩阵 G 为对 A 施行初等行变换后得到的行最简形矩阵的前 r 行，令 1 2, , , rj j j 代表 G 每一行

第一个 1 所在的列数，矩阵 F 为 A 的第 1 2, , , rj j j 个列向量所构成的矩阵。 
在下文的描述中， nj 代表长度为 n 的全 1 列向量， nI 代表 n 阶单位矩阵， m nJ × 代表 m n× 阶全 1 矩

阵， m nO × 代表 m n× 阶全 0 矩阵。 

3. 主要结果 
命题 3.1 设 A是实数域上的 n 阶对称矩阵，如果矩阵 A 的某些行(列)完全相同，即： it jt mta a a= = = ，

其中 { }, , , 1, 2, , ,  1, 2, , ,i j m n t n∈ =  
则 A+的那些行(列)对应也完全相同。 

证明：由引理 2.6，实数域上的 n 阶对称矩阵 A 存在一个满秩分解 A FG= ，其中矩阵 G 为对 A 施行

初等行变换后得到的行最简形矩阵的前 r 行。假设矩阵 A 的第 i 行和第 j 行相等，对任意的1 ,k n≤ ≤ 由于

ik jkA A= 且 TA A= ，有 ki kjA A= 。又因 G 为对 A 施行初等行变换后得到，故有 ( ) ( )
k

T T

ik j
G G= 。由引理

2.4，对任意的1 t n≤ ≤ ， A+的第 i 行和第 j 行元素 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1

, ,1 1
.T T T T T T T

n n

i t ik jk jkt kk

T

ttk
A G F AG F G F AG F A

− − ++

= =

= = =∑ ∑
 

于是 A 的广义逆矩阵 A+的第 i 行和第 j 行元素对应相等，命题得证。 
星图由一个顶点连上若干个孤立顶点得到，如下图 G 所示。给图 G 的每条边加上方向变为有向图，
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如下图Γ所示。 
 

 
Figure 1. (a) Undirected star graph G  and (b) directed star graph Γ  
图 1. (a) 无向星图G 和(b) 有向星图 Γ  

 
定理 3.1 给出了星图的邻接矩阵的 Moore-Penrose 广义逆的分块表示。 
定理 3.1 设 1, 1nG K −= 是一个有 n 个顶点的无向星图，则其邻接矩阵 A 的 Moore-Penrose 广义逆为 

1

1 ( 1) ( 1)

10
1

1
1

T
n

n n n

j
nA

j O
n

−
+

− − × −

 
 − =
 
 − 

. 

证明：根据图 1 中 G 的顶点标号，星图 1, 1nK − 的邻接矩阵有以下形式： 

1

1 ( 1) ( 1)

0 1 1 1
1 0 0 0

0
1 0 0 0

1 0 0 0

T
n

n n n n n

n n

j
A

j O
−

− − × − ×

×

 
 
   
 = =       
 
 







    



 

显然，矩阵 A 的后 1n − 行(列)相同。考虑对 A 进行分块划分，划分 ( ) { }1 2 1, , 1 ,X X XΠ = =  

{ }2 2,3 ,,X n= 
。容易验证划分Π是一个公平划分，对应的商矩阵 

( ) 0 1
.

1 0
Π

n
A

− 
=  
 

 

易得商矩阵 ( )ΠA 可逆且有 

( )( ) 1
0 1

.1 0
Π

1
A

n

−
 
 =   −   

由定理 2.1 和引理 2.1，划分Π也是 A+的一个公平划分且有 

( ) ( )( ) 1
Π Π

0 1
.1 0

1
A A

n

−+
 
 = =   −   

由命题 3.1， A+的后 1n − 行(列)也相同，因此利用 ( )ΠA+ 重构出 A+如下： 
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1

1 ( 1) ( 1)

1 1 10
1 1 1

1 0 0 0
11 0

1 1 .0 0 0
11

1

1 0 0 0
1

T
n

n n n

n n n

n j
nA

n j O
n

n

−
+

− − × −

 
 − − − 
 
   −
   −   = =
 −  

   −  
 
 
 

− 







    



 

定理得证。 
定理 3.2 给出了星图的关联矩阵的 Moore-Penrose 广义逆的分块表示。 
定理 3.2 设 1, 1nG K −= 是一个有 n 个顶点的无向星图，则其关联矩阵 M 的 Moore-Penrose 广义逆为 

1 1 1
( 1)

1 1
n n n

n n

M j J I
n n

+
− − −

− ×

 = − + 
 

. 

证明：由图 1 中 G 的顶点及边的标号，其关联矩阵可记为 

1

1 ( 1)

( 1)

1 1 1
1 0 0
0 1

0
0 0 1

T
n

n n n

n n

j
M

I
−

− × −

× −

 
 
   
 = =      
 
 
 





 

  



. 

易证 M 为列满秩矩阵，故其有左逆，且 ( ) 11 T T
LM M M M

−− = ，又 1
LM M+ −= ，得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1
1 1

1 1 1 1
1

1
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

      

1      

1 1      .

T
T T n

n n n n
n

n n n n

n n n n

n n n

j
M M M M j I j I

I

J I j I

J I j I
n

j J I
n n

−
−+ −

− − − −
−

−
− − − −

− − − −

− − −

  
= =       

= +

 = − + 
 
 = − + 
   

定理得证。 
定理 3.3 给出了星图的距离矩阵的 Moore-Penrose 广义逆的分块表示。 
定理 3.3 设 1, 1nG K −= 是一个有 n 个顶点的无向星图，则其距离矩阵 D 的 Moore-Penrose 广义逆为 

( )
1

1 1 1

2 2 1
1 1

1 1 1
1 2 1

T
n

n n n

n
j

n nD
j J I

n n

−
+

− − −

 −
 

− − =
  −  − −  

. 

证明：根据图 1 中 G 的顶点标号，星图 1, 1nK − 的距离矩阵有以下形式： 
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( )
1

1 1 1

0 1 1 1
1 0 2 2

0
1 2 0

2
2

1 2 2 0

T
n

n n n n n

n n

j
D

j J I
−

− − − ×

×

 
 
   
 = =   −    
 
 





 

   



, 

通过计算其行列式易证距离矩阵 D 为可逆矩阵，因而
1D D+ −= 。令 

1 m N
D

P Q
−  
=  
 

, 

则有 

( )

( ) ( )

11

1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1

1 ( 1)

( 1) 1 1

0
2

         
2 2

1
         

         .

T
n

n n n

T T
n n

n n n n n n

n

n n

n

m Nj
DD

P Qj J I

j P j Q
mj J I P j N J I Q

O
O I

I

−−

− − −

− −

− − − − − −

× −

− × −

  
=    −   
 

=   + − + − 
 

=   
 

=  
因而 

 
( )
( )

1

1 1 ( 1)

1 1 1 ( 1) 1

1 1 1 1

1                                      
                            

2
2     

T
n
T
n n

n n n n

n n n n

j P
j Q O
mj J I P O
j N J I Q I

−

− × −

− − − − ×

− − − −

 =


=
 + − =
 + − =

 

(1)
(2)
(3)
(4)

 

将(1)代入(3)中，得 1 1 ( 1) 12 2n n nmj j P O− − − ×+ − = ，解得 1
2

2 n
mP j −
+

= ，代入(1)中有 

( )1 1 1
2 2 1 1

2 2
T T
n n n

m mj P j j n− − −
+ +

= ⋅ = ⋅ − = , 

得
( )2 2

1
n

m
n
−

=
−

， 1
1

1 nP j
n −=
−

。又因距离矩阵 D 为对称矩阵，由引理 2.3， 1D− 也是对称矩阵，得

1
1

1
T T

nN P j
n −= =
−

，代入(4)中有 

( )1 1 1 1 1
12 2

1n n n n nj N J I Q J Q I
n− − − − −+ − = − =
−

, 

得 1 1
1 1
2 1 n nQ J I

n − −
 = − − 

。因而 

( )
1

1

1 1 1

2 2 1
1 1

1 1 1
1 2 1

T
n

n n n

n
j

n nD D
j J I

n n

−
+ −

− − −

 −
 

− − = =
  −  − −  

, 

定理得证。 
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定理 3.4 给出了星图的无符号拉普拉斯矩阵矩阵的 Moore-Penrose 广义逆的分块表示。 
定理 3.4 设 1, 1nG K −= 是一个有 n 个顶点的无向星图，则其无符号拉普拉斯矩阵 Q 的 Moore-Penrose

广义逆为 

12 2

1 1 12 2

1 1

1 1

T
n

n n n

n j
n nQ

nj J I
n n

−
+

− − −

− 
 
 =

+ − + 
 

. 

证明：由引理 2.2 和引理 2.5，得 TQ MM= ， ( )TQ M M+ + += 。又由定理 3.2 得 

1 1 1
( 1)

1 1
n n n

n n

M j J I
n n

+
− − −

− ×

 = − + 
 

, 

故有 

( )
1

1 1 1

1 1

12 2

1 1 12 2

1
1 1

1

1 1

     .
1 1

T
nT

n n n

n n

T
n

n n n

j
nQ M M j J I

n nJ I
n

n j
n n

nj J I
n n

−
+ + +

− − −

− −

−

− − −

 
   = = − + 
  − + 
 

− 
 
 =

+ − + 
 

 

定理得证。 
定理 3.5 给出了星图的拉普拉斯矩阵矩阵的 Moore-Penrose 广义逆的分块表示。 
定理 3.5 设 1, 1nG K −= 是一个有 n 个顶点的无向星图，Γ是对 G 的每条边赋方向的有向星图，则 G 的

拉普拉斯矩阵 L 的 Moore-Penrose 广义逆为 

12 2

1 1 12 2

1 1

1 1

T
n

n n n

n j
n nL

nj J I
n n

−
+

− − −

− − 
 =

+ − − + 
 

. 

证明：根据图 1 中Γ的顶点及有向边标号，得图Γ的关联矩阵 H 为 

1

1

1 1 1
1 0 0
0 1

0
0 0 1

T
n

n

j
H

I
−

−

− − − 
 
   − = =      
 
 
 





 

  



. 

易证 H 为列满秩矩阵，故其有左逆，且 ( ) 11 T T
LH H H H H

−− = 。又 1
LH H+ −= ，得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1
1 1

1 1 1 1
1

1
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

      

1 1 1      .

T
T T n

n n n n
n

n n n n

n n n n n n n

j
H H H H j I j I

I

J I j I

J I j I j J I
n n n

−
−+ −

− − − −
−

−
− − − −

− − − − − − −

  −
= = − −      

= + −

   = − + − = − − +   
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由引理 2.2 和引理 2.5，得 TL HH= ， ( )TL H H+ + += ，故有 

( )
1

1 1 1

1 1

12 2

1 1 12 2

1
1 1

1

1 1

     .
1 1

T
nT

n n n

n n

T
n

n n n

j
nL H H j J I

n nJ I
n

n j
n n

nj J I
n n

−
+ + +

− − −

− −

−

− − −

 −   = = − − + 
  − + 

 
− − 

 =
+ − − + 

   
定理得证。 
例 3.1 如图 2 所示， 1,7K 为 8 个顶点的无向星图， 1,7Γ 是将 1,7K 每条边赋方向后的有向星图。 

 

 
Figure 2. (a) Undirected star graph 1,7K ; (b) directed star graph 1,7Γ  

图 2. (a) 无向星图 1,7K ；(b) 有向星图 1,7Γ  

 
由定理 3.1~3.5，可以得到下表 1 结果： 

 
Table 1. The related matrices and their Moore-Penrose inverses of star graph 1,7K  

表 1. 星图 1,7K 的相关矩阵及其 Moore-Penrose 广义逆 

相关矩阵 分块表示 Moore-Penrose 广义逆 

邻接矩阵 7

7 7 7

0 Tj
A

j O ×

 
=   
   

7

7 7 7

10
7

1
7

Tj
A

j O

+

×

 
 
 =
 
 
   

关联矩阵 7

7

Tj
M

I
 

=   
   

7 7 7
1 1
8 8

M j J I+  = − + 
   

距离矩阵 ( )
7

7 7 7

0
2

Tj
D

j J I
 

=   −   

7

7 7 7

12 1
7 7

1 1 1
7 14 2

Tj
D

j J I

+

 − 
 =
 − 
   

无符号拉普拉斯矩阵 7

7 7

7 Tj
Q

j I
 

=   
   

7

7 7 7

7 1
64 64
1 9
64 64

Tj
Q

j J I

+

 
 
 =
 − + 
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续表 

拉普拉斯矩阵 7

7 7

7 Tj
L

j I
 −

=   −   

7

7 7 7

7 1
64 64
1 9
64 64

Tj
L

j J I

+

 − 
 =
 − − + 
   

4. 结语 

图的相关矩阵对于研究图的代数性质有关键作用，本文借助分块矩阵给出了星图的邻接矩阵、关联

矩阵、距离矩阵、拉普拉斯矩阵和无符号拉普拉斯矩阵的 Moore-Penrose 广义逆的具体结果，并给出了计

算例子。后续将深入推广此方法，研究其他图类相关矩阵的 Moore-Penrose 广义逆。 
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