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摘  要 

研究了具有Neumann边界条件的一类抛物型方程解的估计，通过微分方法，选取合适的辅助函数和利用

极值原理来进行证明。 
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Abstract 
This paper studies the estimation of the solutions of a class of parabolic equations with Neumann 
boundary conditions, through the differential method, selects the appropriate auxiliary function 
and uses the extreme value principle to make the proof. 
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1. 引言 

抛物型方程是数学物理中非常重要的方程之一，是描述许多自然物理现象的基本方程。在数学物理

方程的研究中，边值问题解的存在性是很重要的问题，而先验估计是其研究的关键。目前来说，边值问

题的分类主要有 Dirichlet 问题、Neumann 问题及罗宾问题，又称第一、二、三边值问题。 
1996 年，Guan [1]研究了当 2n ≥ 时，下面的预定夹角边界值条件的抛物型方程 
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条件下解的长时间存在性和收敛性。Ma 等[2]人研究了严格凸区域上的常平均曲 

率曲面和非零 Neumann 边界条件的平均曲率流。 
2014 年，对于带 Neumann 边界的平均曲率方程 
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Ma-Xu [3]通过引入一个特殊标架，构造了一个新的辅助函数，利用极大值原理得到了平均曲率方程

Neumann 问题解的梯度估计。证明过程主要利用了 Simon-Spruck [4]、Ural’tseva [5]、Liberman [6]、Wang 
[7]、Spruck [8]等人的技巧，首次给出平均曲率方程 Neumann 问题解的梯度估计。 

2019 年，Xu [9]考虑了 Neumann 边界下的平均曲率流方程 

( ) ( ) [ ]

( ) ( )

( )

, 1

0

, ,         in 0, ,

,                                          on 0, ,

,0                                            on ,

n

t ij ij
i j

u a Du u f x u Du T

u x u T

u x u

ψ
γ

=

 − = − Ω×
∂ = ∂Ω×∂


= Ω

∑
 

其中 ( ), , 0zf x z p ≥ ， nRΩ ⊂ 为有界的 3C 区域， 2n ≥ ，T 为固定的正常数，并且得到梯度估计 
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朱洁[10]研究了如下具有 Neumann 边界条件的抛物型方程 
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其中 3β ≤ ，且 ( ),f x u 是定义在 [ ]0,1 R× 上的光滑函数。得到了一类边值问题解的梯度估计，从而得到了

相应的曲线曲率演化方程解的存在性定理。 
受此启发，本文研究具有如下形式的一类抛物型方程 

( ), ,xx
u u f x u Du
t

∂
= −

∂
, 

其中 ( ), ,f x u Du 是定义在 [ ]0,1 nR R× × 上的光滑函数，利用极值原理和微分方法讨论方程解的一阶导数估

计。一般我们需要先得到 u 的 0C 估计，再讨论 u 的 1C 估计，特别地，对于抛物型方程要考虑 u 关于 t
的 1C 估计。对于 u 的 1C 估计分三种情形证明： 

情形 1：若
00x µ∈∂Ω ，由 Hopf 引理得到 ( )0Du x 有界； 

情形 2：若
0 00x µ µ∈∂Ω Ω ，可归结为内部梯度估计； 

情形 3：若
00x µ∈Ω ，可利用极大值原理证明 ( )0Du x 有界。 

在情形 3 的证明中，通过引入一个特殊标架，构造合适的辅助函数，再利用极值原理、基本对称函

数的性质以及函数在极大值点的性质，得到抛物型方程的一阶导数估计。 
综合三种情形结果，总结出 ( )0Du x 的上界，讨论得出方程解的 1C 估计。 

2. 主要结果 

定理 1 假设 [ ]0,1Ω = ，f 是定义在 nR RΩ× × 上的光滑函数， ( ),u x t 是下面方程的一个解 
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其中，设存在正常数 1L ，使得 ( ), ,f x z p 满足 

( ), , , 0zf x z p κ κ≥ − ≥ ，在 [ ]0, nT RΩ× × 内， 
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这里 ( )1 2, , , np p p p Du= = ， ( )21 xv u= + 则对于 [ ]0,t T∈ ， 
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。 

我们将通过详细的计算先得到 tu 估计和 u 的 0C 估计，然后再求 u 关于 x 的 1C 估计。证明过程中通

过利用微分方法、极值原理和分三种情形证明出定理 1。 

3. 证明定理 1 

证明 第一步先给出 tu 估计和 u 的 0C 估计： 
由(1)式，有 
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∂
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方程两边关于 t 求导，得 
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将(2)式代入(3)式得 

( )
( ) ( )

e
e e , , e

i

t
t t t t

xxt z t p it

u
u f u f x u Du u

t

κ
κ κ κκ

−
− − −

∂
= − + −

∂
. 

根据强极值原理，得 e t
tuκ− 的非负极大值和非正极小值均在边界达到，除非 e t

tuκ− 在Ω内恒为常数。

所以假设 e t
tuκ− 的非负极大值在 ( )0 0,x t 处达到，那么 ( )0 0,x t 仅有以下三种情况： 

(A1) 0 0t = ； 

(A2) 0 0t > 且 e t
tuκ− 在 [ ]00,tΩ× 恒为常数(等于 ( ),0tu x )； 

(A3) 0 0t > 且 0 1x = 或 0 0x = 。 

下面依次讨论这三种情况： 
对于(A1) 0 0t = ，即 e t

tuκ− 在 ( )0 ,0x 处达到非负极大值，故 
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因此 

tu C≤ . 

对于(A2)由 e t
tu Cκ− =  (C 为常数)，结合指数函数性质和 0κ ≥ ，则 ( ]e 0,1tκ− ∈ ，因此 tu C≤ 。 

对于(A3)若 0 0t > 且 0 1x = 或 0 0x = ，则根据 Hopf 引理得 0tu ν < 。然而根据方程的边值条件知 0tu ν = 。

因此该情况不成立。综上分析得 tu 有界。 

对于 u 的 0C 估计，利用微分中值定理得 
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因此，存在一个常数 C，使得 
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第二步讨论给出 Du 估计： 

首先考虑辅助函数 

( )2log xu g x tλΦ = + − , 

其中 ( ) 2g x x x= − ， λ 在后面会给出定义。 

设 ( ),x tΦ 在 ( )0 0,x t 处达到非负极大值，其中 [ ]0 0,1x ∈ 。 
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不妨假设 xu 足够大，否则 u 的 1C 估计已证，则 
2
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记 2 6λ κ= + ，由于 xu 足够大，则ν 与 xu 等价，因此由上式可得 
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即 

( )0 0 1,v x t C≤ , 

其中 1C 与 T 无关的常数。 
由于 ( ),x tΦ 的最大值在点 ( )0 0,x t 处取得，故对任意的 ( ),x t 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0 0 0 0 1 0 0, , log , logxx t x t u x t g x t c g x tλ λΦ ≤ Φ = + − ≤ + − , 

即 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 0 0log logxu g x t c g x tλ λ+ − ≤ + − , 

故 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 0 0log logxu c g x g x t t Cλ≤ + − + − ≤ , 

其中 C 与 T 有关的常数。综上分析，得到了 u 的 1C 估计，完成了定理 1 的证明。 
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