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摘  要 

随机切换系统作为模拟受随机结构变化影响的动态过程的特殊混合系统，在众多领域具有广泛应用。马

尔可夫线性系统(MLSs)作为重要模型备受关注，然而其逗留时间服从指数分布且转换速率恒定，限制了

其应用范围。为克服这些限制，引入了半马尔可夫线性系统(S-MLSs)，其适用性更为广泛，允许子系统

的逗留时间和转换速率是时变的。本文针对S-MLSs的几乎必然指数稳定性问题展开探讨，采用了线性矩

阵不等式(LMIs)技术解决控制问题。我们提出了新的稳定性充分条件，改进了现有研究并减少了保守性。

然而，目前的研究忽视了执行器饱和问题，这在实践中不可避免且严重影响闭环系统的性能。因此，本文

旨在解决受随机扰动和执行器饱和影响的S-MLSs的几乎必然指数稳定问题，填补了该领域的研究空白。 
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Abstract 
Random switching systems, as special hybrid systems simulating dynamic processes affected by 
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stochastic structural changes, have wide applications in numerous fields. While Markovian Linear 
Systems (MLSs) have garnered significant attention as important models, their applicability is 
constrained by the assumption that dwell times follow an exponential distribution and transition 
rates remain constant. To overcome these limitations, Semi-Markovian Linear Systems (S-MLSs) 
have been introduced, offering broader applicability by allowing the dwell times and transition 
rates of subsystems to be time-varying. This paper addresses the almost sure exponential stability 
problem of S-MLSs, employing Linear Matrix Inequality (LMI) techniques to tackle the control 
problem. We propose novel stability sufficient conditions, improving upon existing research and 
reducing conservatism. However, current studies overlook the issue of actuator saturation, which 
is inevitable in practice and significantly impacts the performance of closed-loop systems. There-
fore, this paper aims to address the almost sure exponential stability problem of S-MLSs subject to 
both stochastic perturbations and actuator saturation effects, filling a research gap in this field. 
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1. 引言 

随机切换系统是一类特殊的混合系统，由一组子系统和随机切换信号组成[1]。这类系统用于模拟受

到随机结构变化影响的动态过程，在经济、交通、航天等领域有广泛应用([2] [3])。其中，马尔可夫线性

系统(MLSs)是随机切换系统的一个重要模型，其切换信号由马尔可夫过程描述。近几十年来关于 MLSs
随机稳定性、故障检测、状态估计和最优控制等方面的研究备受关注([4] [5] [6] [7])。然而，MLSs 在实

际应用中存在许多限制，因为每个子系统的逗留时间服从指数分布，而转换速率是恒定的。为克服这些

限制，控制领域引入了半马尔可夫线性系统(S-MLSs)的概念[8]。与 MLSs 相比，S-MLSs 的每个子系统

的逗留时间允许遵循任意分布，从而使得半马尔可夫切换的转换速率成为时变量。因此，S-MLSs 相比传

统的 MLSs 具有更广泛的应用领域。 
关于 S-MLSs 的稳定性研究采用了多种方法，包括基于不同类型概率分布的逗留时间假设，以及利

用转换速率上下界的线性矩阵不等式(LMIs)技术解决控制问题([9] [10] [11])。研究者还通过嵌入式马尔可

夫链的平稳分布，对 MLSs 和 S-MLSs 进行了渐近稳定性和几乎必然指数稳定性的研究[12]。在参考文献

[13]中，作者利用耦合 Lyapunov 函数和半马尔可夫切换过程构建了连续时间 S-MLSs 的新的几乎必然指

数(ASE)稳定性条件。此外，在参考文献[14]中，作者通过结合切换点分布建立了 Lyapunov 函数，并提

供了连续时间线性马尔可夫切换系统几乎必然指数稳定的充分条件。 
然而，S-MLSs 的稳定性研究并未考虑执行器饱和问题。由于执行器的物理约束，控制信号受到有限

幅和速率的限制，执行器饱和在实践中是不可避免的[15]。解决执行器饱和问题的方法包括直接方法和间

接方法。直接方法采用多面体模型描述饱和非线性，而间接方法则设计期望的控制器，然后利用反馈补

偿器处理饱和约束。执行器饱和严重影响闭环系统性能，有时会使稳定的闭环系统变得不稳定[16]。针对

具有执行器饱和的控制系统的分析受到广泛关注，但对受执行器饱和影响的 S-MLSs 研究相对较少。控

制领域已提了出一些相关控制方法，如低增益控制器方法[17]，但这些方法较为保守。部分研究使用集合

不变条件方法([18] [19])，但这些方法涉及难以解决的等式约束，实际应用较为困难。 
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因此，我们的研究动机旨在解决受到随机扰动和执行器饱和影响的 S-MLSs 的稳定性问题，以填补

这一领域的研究空白。本文的主要贡献如下：1) 与以往研究中仅考虑部分因素的 S-MLSs 不同([9] [11])，
我们考虑了一个更为普适的模型，特别是考虑了在随机扰动和执行器饱和影响的情况下；2) 通过利用嵌

入式马尔可夫链的平稳分布，我们提出了一种新型的基于一组解耦的 LMIs 的稳定性条件。与先前研究

中提出的耦合 LMIs 方法([9] [11])相比，我们的方法改进了现有结果，降低了条件的保守性。 
本文的结构如下所述：第 2 章提供了一些预备知识，包括问题的形式化、引理和定义。在第 3 章中，

通过随机分析理论和多重 Lyapunov 函数方法，提出了具有饱和输入的半马尔科夫线性系统的几乎必然指

数稳定条件。最后，在第 4 章中，总结了本文的主要发现并给出了结论。 

2. 具有饱和输入的 S-MLS 系统模型 

本节主要考虑以下具有饱和输入的半马尔科夫线性系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )d d d ,t t tx t A x t B sat u t t G x t w tσ σ σ
 = + +                       (1) 

其中 ( ) nx t ∈ 表示系统状态向量， ( ) mu t ∈ 表示具有初始值 ( ) 00u u= 的控制输入， ( )w t 是随机扰动。

对于每个 i∈ ， , , n n
i i iA B G ×∈ ， ( )sat ⋅ 定义如下： 

( ) ( ) { } { }maxmin , , 1,2, , ,z z zsat u sgn u u u z m= ⋅ ∈                         (2) 

其中 maxu 称为饱和级别。通常情况下，我们取 max 1u = 。 
方程(1)中控制器 ( )u t 的定义如下： 

( ) ( ) ( ).tu t K x tσ=                                     (3) 

首先介绍以下三个随机过程(参见[20])： 
1) 随机过程{ }, 0nk n∈ ≥ 取值于 0≥ ，其中 nk 表示第 n 次跳跃的时间。需要注意的是 0 0k = ，并

且随着 n 的增加， nk 是单调递增的； 
2) 随机过程{ }, 0nr n∈ ≥ 是一个半马尔可夫链，取值于有限集 { }1,2, , M=  ，并控制着 M 种系统

模式之间的切换，其中 nr 是第 n 次跳跃时的系统模式的索引； 
3) 随机过程{ }, 0nS n∈ ≥ 取值于 0≥ ，其中 1 0,n n nS k k n+ ≥= − ∈ 表示第 n 次跳跃和 ( )1n + 次跳跃

之间模式 ( )nr k 的逗留时间，且 0 0S = 。 

定义 2.1 (见[21])：对于任意 j∈  、 0τ ∈ ≥ 和 0n∈ ≥ ，称随机过程 ( ){ }, , 0n nr k n∈ ≥ 为齐次马尔可夫

更新链(MRC)，如果满足以下条件： 

( )
( )
( )

1 0 0

1

1 1 0

, | , , ; , ,

, |

, | .

n n n n

n n n

r j S r r i k k

r j S r i

r j S r i

τ

τ

τ

+

+

= =

= = =

= =

≤

≤ =

≤  





                          (4) 

定义 2.2 (见[13])：考虑一个马尔可夫更新链(MRC) ( ){ }, , 0n nr k n∈ ≥ ： 

1) 称链{ }, 0nr n∈ ≥ 为 MRC ( ){ }, , 0n nr k n∈ ≥ 的嵌入式马尔可夫链(EMC)，且 ( ){ }, , 0n nr k n∈ ≥ 的

转移概率矩阵(TPM)为 ij M M
P p

×
 =   ，其中 ( )1 |ij n np r j r i+= = = ，对于任意 0n∈ ≥ ， 0iip = 。 

2) ( ){ }, 0r k k ≥ 是与 MRC ( ){ }, , 0n nr k n∈ ≥ 相关的半马尔可夫链(SMC)，如果对于所有 0n∈ ≥ ，

都有 ( ) [ )1, ,n n nr k r k k k += ∈ 。 
上述 EMC{ }, 0nr n∈ ≥ 可以表示为 ( ){ }, 0nr k n∈ ≥ 。对于任意 i∈ ， iτ 表示访问模式 i 的逗留时
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间。对于任意 0n ≥∈ ，以下等式成立： 

( ).nn r kS τ=                                        (5) 

在本研究中，我们假设离散时间 EMC{ } 0,nr n ≥∈ 是遍历的，并具有一稳定分布 ( )1 2, , , Mπ π π π=   
 。

假设 SMC ( ){ }, 0r k k ≥ 也是遍历的，并具有一个稳定分布 ( )1 2, , , Mπ π π π=  。有一个事实是(见[22])： 

( )
( )

. .i i
i

j j
j

E
i

E
π τ

π
π τ

∈

= ∈
∑






                                  (6) 

根据文献[23]中的方程(16.13)和(16.14)所述的强大数定律，我们可以得出以下结论： 

( )
( ) ( )lim , . ., ,i

ik
i

S k
E a s i

N k
τ

→∞
= ∀ ∈                               (7) 

( )
( )

lim , . ., ,i
ik

N k
a s i

N k
π

→∞
= ∀ ∈                                (8) 

其中 ( )N k 表示 ( ){ }, 0r k k ≥ 在 ( ]0,k 上的总切换发生次数，对于任意的 ,i j∈  ， ( )iN k 表示状态 i 在 ( ]0,k
上的切换发生次数， ( )ijN k 表示从状态 i 到状态 j 的切换发生次数在 ( ]0,k 上， ( )iS k 表示停留在状态 i 的
总逗留时间在 ( ]0,k 上。此外， ( ) ( )ij ij iN k p N k= ， ( ) ( )i

i
N k N k

∈

= ∑


， ( )i
i

k S k
∈

= ∑


。 

定义 2.3 (见[14])：称系统(1)是几乎必然指数稳定的，如果对于所有 0
nx ∈ ，都有 

( )0ln ,
lim sup 0, . .
k

x k x
a s

k→∞
<                                 (9) 

其中 ( )0,x k x 表示给定初始条件 ( ) 00x x= 时系统(1)在时间 k 的状态，本文假设 ( )0, 0x k x ≠ 。此外，出于

简化起见， ( )0,x k x 可以表示为 ( )x k 。 

引理 2.1 (见[24])： { }: 1,2, ,2m
m m lE lε × = =  是对角矩阵的集合，其中 lE 的对角元素为 1 或 0。设 

, m nK H ×∈ ， zk 是矩阵 K 的第 z 行。定义 ( ) ( ) ( ){ }: 1n
zK x t k x t= ∈ ≤ ，如果 ( ) ( )x t K∈ ，则有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
2

1
,

m

l l l
l

sat Kx t x t E K E H x tζ −

=

= +∑                          (10) 

其中 1l lE E− = − ， ( )( )0 1l x tζ≤ ≤ ，且 ( )( )
2

1
1

m

l
l

x tζ
=

=∑ 。 

在本文中，我们定义 

( ) ( ) ( ){ }: 1 .n
i izK x t k x t= ∈ ≤                             (11) 

因此，我们有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

1 1
, 1,

m m

i l l i l i l
l l

sat K x t x t E K E H x t x tζ ζ−

= =

= + =∑ ∑                 (12) 

如果 ( ) ( )ix t K∈ 。 
利用上述控制器的定义和引理 2.1，我们得到以下闭环系统： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1

2

, ,
1

d d d

ˆ d d ,

m

m

l l lt t r t r t t
l

l t r t l t
l

x t A B x t E K E H x t t G x t w t

x t A x t t G x t w t

σ σ σ

σ σ

ζ

ζ

−

=

=

 
= + + + 
 

= +

∑

∑
            (13) 
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其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),
ˆ .l lt l t t t tA A B E K E Hσ σ σ σ σ

−= + +                           (14) 

3. 具有饱和输入的 S-MLS 系统的稳定性分析 

设 ( )tβ 为一个分段有界且可导的函数。记{ }n n Nq
∈

为 ( )tβ 的各个断点，且满足 ( )1 0nqβ −
+ ≥ 。同时，

( )M t 表示 ( )tβ 在 ( ]0,1 上的总分段区间数。 

定理 3.1：对于 , , , 1,2, ,2mi j I n N l∀ ∈ ∈ =  ，如果存在一个满足 ( )1 0nH q−
+ > 的函数 ( )H t ，实数 

( )0 , , ij i ii jµ β γ> ≠ 以及实对称矩阵 ,1 ,2,i iP P 满足 ( ) ( ), ,1 ,2 0, 1, 2i k i iP t P P kβ+ + > = ，使得以下不等式成立 

( )( )( )( ) ( )( )( )( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

,1 ,1 ,2 , ,1 ,1 ,2

T
,1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,1 ,2

2
,1 ,1 ,2 , ,1 ,1 ,2

ˆ

1

1 ,
2

i i i i l i i i i i

i i i i i i i i i
i

i i i i i l i i i

Her P t P P A Her P t P P G

G P t P P G P P t P P
E

P t P P P t P P

β γ β

β β
τ

γ β β β

+ + − + +

′+ + + + − + +

+ + + ≤ + +

                (15) 

( )( )( )( ) ( )( )( )( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

,2 ,1 ,2 , ,2 ,1 ,2

T
,2 ,1 ,2 ,2 ,1 ,1 ,2

2
,2 ,1 ,2 , ,2 ,1 ,2

ˆ

1

1 ,
2

i i i i l i i i i i

i i i i i i i i i
i

i i i i i l i i i

Her P t P P A Her P t P P G

G P t P P G P P t P P
E

P t P P P t P P

β γ β

β β
τ

γ β β β

+ + − + +

′+ + + + − + +

+ + + ≤ + +

                (16) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1, , , , , , n n n n n n nV q q x q H q V q q x q n Nσ σ− − − −
+ + + + + + +≤ ∈                 (17) 

( ) ( ) ( ) ( )( ),1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,2 ,  , j j j ij i i iP t P P P t P P i jβ µ β+ + ≤ + + ≠                    (18) 

( )
( )

( )
1

1
0

ln
1sup llim n 0,

ij ij M t
j I

i i n
ti I ni

p
H q

E t

µ
π β

τ

−
∈ −

+
→∞∈ =

 
 + + < 
  

∑
∑ ∑                       (19) 

其中 

{ },max , 1,2, ,2 ,i i l
mlβ β= =                                 (20) 

则 S-MLS 系统(1)是几乎必然指数稳定的。 
证明：首先，综合利用半马尔可夫切换时间点和分段函数 ( )tβ 构造一个新的随机 Lyapunov 函数： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )T 1 2
,1 ,2 ,1 ,2, ,t t t t t tV t x t x t c t P c t P t P P x tσ σ σ σ σ σβ = + + +                (21) 

其中，对于 [ )1,k kt t t +∀ ∈ ，有 ( ) ( )
( )

1 1n
t

t

t tc tσ
στ
+ −

= 和 ( ) ( )
( )

2 n
t

t

t tc tσ
στ
−

= ， k N∈ 。 

利用 Itô 公式，我们可以得到 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )d , , d , d ,V t x t V t x t t V t x t w t= +   

其中 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2
T 1 2

,1 ,2 ,1 ,2 ,
1

T 1 2
,1 ,2 ,1 ,2

,2 ,1 ,1 ,2

ˆ,

1 ,

m

l t t t t t t t l
l

t t t t t t t t

t t t t
t

V t x t x t x t c t P c t P t P P A

G c t P c t P t P P G

P P x P P x t

σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ
σ

ζ β

β

β
τ

=


= + + +



+ + + +


′+ − + + 



∑ Her

 (22) 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )T 1 2
,1 ,2 ,1 ,2, .t t t t t t tV t x t x t c t P c t P t P P G x tσ σ σ σ σ σ σβ = + + +  

 Her     (23) 

然后，通过对 ( )( )ln ,V t x t 应用 Itô 公式，我们得到 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )

2
, , ,1d ln , d d .

2, , ,
V t x t V t x t V t x t

V t x t t w t
V t x t V t x t V t x t

   
 = − +  
     

  
           (24) 

因此，对于任意 [ )1,k kt t t +∀ ∈ ， k N∈ ，我们有 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )

2
, , ,1ln , ln , d d .

2, , ,n n

t t
n n t t

V t x t V t x t V t x t
V t x t V t x t t w t

V t x t V t x t V t x t

   
 = + − +  
     

∫ ∫
  

  (25) 

同样地，对于任意 [ )1,k kt t t +∀ ∈ ， k N∈ ，我们有 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )

1 1

2

1 1

, , ,1ln , ln , d d .
2, , ,

n n

n n

t t
n n n n t t

V t x t V t x t V t x t
V t x t V t x t t w t

V t x t V t x t V t x t

− −

− −

− −
− −

   
 = + − +  
     

∫ ∫
  

 (26) 

根据条件(18)，我们推导出以下不等式： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1
ln , ln , ln .

n nn n n n t tV t x t V t x t σ σµ
−

− −≤ +                        (27) 

进一步根据条件(17)，由于 ( )1 0nH q−
+ ≥ ，我们有： 

( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1ln , ln , ln .n n n n nV q x q V q x q H q− − −
+ + + + +≤ +                     (28) 

通过递归方法，可以得到如下不等式： 

( )( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
1

1 1

0 1
0 0

ln , ln 0, ln ln ,
n n

N t M t

nt t
n n

V t x t V x H q t tσ σµ
+

− −
−
+

= =

≤ + + +Θ +Ψ∑ ∑               (29) 

其中 

( )
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

2

0

, ,1 d ,
2, ,

t LV t x t V t x t
t t

V t x t V t x t

 
 Θ = −
 
 

∫


                        (30) 

( )
( )( )
( )( ) ( )

0

,
d .

,
t V t x t

t w t
V t x t

 
Ψ =  

  
∫


                               (31) 

接下来，对于 [ )1,k kt t t +∈ ， ( ) ,  ,  kt i k N i Iσ = ∈ ∈ ，令 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 2, ,k k

i i

t t t tx t x t x t x t
τ τ
+ − −

= =  

( ) ( ) ( )( )T T T
1 2,  ,t x t x tη =  
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{ },2 ,1 ,2 ,1, ,i i i i iP diag P P P P= − −  

( ) ( ) ( ) ( ){ },1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,2, ,i i i i i i iP diag P t P P P t P Pβ β= + + + +  

( ) ( )( )( ){ ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )}

T
, ,1 ,1 ,2 , ,1 ,1 ,2 ,1 ,2

T
,2 ,1 ,2 , ,2 ,1 ,2 ,1 ,2

ˆ ,

ˆ ,

i l i i i i l i i i i i i i

i i i i l i i i i i i i

diag Her P t P P A G P t P P G t P P

Her P t P P A G P t P P G t P P

β β β

β β β

′= + + + + + + +

′+ + + + + + +

Ξ

 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ){ },1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,2, .i i i i i i i i idiag Her P t P P G Her P t P P Gβ β∆ = + + + +  

因此，式(21)、(22)和(23)可以更简洁地表示为 

( )( ) ( ) ( )T, ,iV t x t t P tη η=                               (32) 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2

T
,

1

1, ,
m

l i l i
l i

V t x t t x t P tη ζ η
τ=

 
= + 

 
Ξ ∑                      (33) 

( )( ) ( ) ( )T, .iV t x t t tη η= ∆                             (34) 

接下来，对于 [ )1,k kt t t +∀ ∈ ，假设 ( ) ,kt i k Nσ = ∈ ，利用(32)、(33)、(34)可以得到，存在常数 iγ 使得 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

2

2

2
T 2

,
1

T

T

T

, , , ,1 1
2 2,

1

1 1

, , ,

1
2

.

m

i i

i l i l i i i i i i
l i

i i i

i i i

i i i i i

V t x t V t x t V t x t V t x t
V t x t V t x t V t x t V t x t

t x t P P t
E

t P t

t P t
E t P t

γ γ

η ζ γ γ η
τ

η η

η η
τ τ η η

=

− ≤ − +

 
− ∆ + + 

 =

 
+ − ×  
 

Ξ∑ 



   

 

使用条件(15)和(16)可以得到如下不等式 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

T 2
,

,T

2
.

1 1
i i l i i i i i i

i
i l i

i i i

t P P t
E

t P t

η γ γ η
τ

β β
η η

 
− ∆ + + 

 <

Ξ

≤


 

由上可知： 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

T2

T0
1

1 d

,

1m
t i i i

l i
l i i i i i

i i
i

t P t
t x t t

E t P

S

t

t

η η
ζ β

τ τ η η

β

=

∈

  
Θ = − ×    

=

+
 

+Φ

∑∫

∑





                 (35) 

其中 

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

T

T0

1 1 d .
t s

s ss

s P s
t s

s P sE
σ

σ σσ

η η

τ η ητ

  
  Φ = − ×
  
  

∫


 

把(35)代入(29)中可得 

( )( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1

1 1

0 1
0 0

ln , ln 0, ln ln ,
nn

N t M t

n i it t
n n i

V t x t V H q tSx tσ σµ β
+

− −
−
+

= = ∈

≤ + + + +Φ +Ψ∑ ∑ ∑


       (36) 
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对于 [ )1,k kt t t +∀ ∈ 和 ( ) , ,kt i k N i Iσ = ∈ ∈ ，根据文献[13]可以推断出 

( )lim 0. . .
t

t
a s

t→∞

Φ
=                                    (37) 

由文献[25]中的定理 1.6 可知 

( )lim 0,  . .
t

t
a s

t→∞

Ψ
=                                    (38) 

根据方程(6)，(7)和(8)，很容易证明对于任意 i∈ ， 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

lim lim

lim

lim

.

i i

t t
j

j

i i

t
i

j j

tj j

i i
i

j j
j

S t S t
t S t

S t N t
N t N t

S t N t
N t N t

E
E

π τ
π

π τ

→∞ →∞

∈

→∞

→∞∈

∈

=

=

= =

∑

∑

∑










                             (39) 

结合式(7)和(8)可以推断出 

( ) ( )
( )

( )
( )

lim lim . . .i i i i
t t

i i

N t N t S t
a s

t S t t E
π
τ→∞ →∞

= =                           (40) 

因此，显然可以得到 

( ) ( )
( )

lim . . .i i
t i I i I i

N t N t
a s

t t E
π
τ→∞ ∈ ∈

= =∑ ∑                            (41) 

那么结合上式可得出以下关系式 
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

1

1

,0

,

lnln
lim lim

ln
li

. 

m

ln . .

k k

N t

ij ijt t
i I j I j ik

t t

i ij ij
i I j I j i

t

i
ij ij

i I j Ii

N t

t
N t p

p a s

t

E

t

σ σ
µµ

µ

π µ
τ

+

−

∈ ∈ ≠=

→∞ →∞

∈ ∈ ≠

→∞

∈ ∈

=

=

=

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

                      (42) 

而且，显而易见的是 
( )

( )
( )

( )
1 1

1 1
0 0

li1 1lim ln supm ln .
M t M t

n nt tn n
H q H q

t t

− −
− −
+ +→∞ →∞= =

≤∑ ∑                        (43) 

最后，把(37)、(38)、(39)、(42)、(43)和(36)可以得到 

( ) ( )( )

( )
( )

( )
1

1
0

ln , ,
sup

ln
1sup ln

li

. . .

m

lim  

t

ij ij M t
j I

i i n
ti I ni

V t t x t
t
p

H q a s
E t

σ

µ
π β

τ

→∞

−
∈ −

+
→∞∈ =

 
 ≤ + + 
  

∑
∑ ∑
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根据条件(19)，定理 3.1 得证。 

4. 总结 

本文研究了具有随机切换和执行器饱和影响的半马尔可夫线性系统(S-MLSs)的几乎必然指数稳定性

问题。在引言部分，我们介绍了随机切换系统的背景和 S-MLSs 的重要性，以及现有研究中的局限性。

接着，通过预备知识部分，我们引入了关于马尔可夫更新链和半马尔可夫链的概念，以及几乎必然指数

稳定性的定义和一些重要引理。在主要内容部分，我们提出了一个定理，证明了当满足一定条件时，具

有随机切换和饱和输入的 S-MLSs 是几乎必然指数稳定的。证明过程中，我们利用了随机 Lyapunov 函数

和递归方法，详细推导了稳定性条件的成立。我们的分析结果填补了相关领域的研究空白，并提供了新

的稳定性判据。 
综上所述，本文通过对 S-MLSs 的稳定性进行深入研究，解决了受到随机扰动和执行器饱和影响的

系统稳定性问题。我们的研究不仅拓展了对 S-MLSs 稳定性的理解，还为相关领域的控制系统设计提供

了重要的理论基础。未来的工作可以进一步探索 S-MLSs 在实际工程系统中的应用，并优化稳定性条件

以提高控制系统的性能和鲁棒性。 
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