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Abstract: In original quantum mechanics the Schrödinger equation is, in essence, a wave equation, where the 
microscopic particles depicted have only a wave feature, and not a corpuscle nature. These descriptors do not 
agree with both the Broglie relation of wave-corpuscle duality, and with also experimental results and the tra-
ditional knowledge of particle concept. Meanwhile, the theory gives only some approximate solutions. Thus a 
series of contradictory representations and problems occur in quantum mechanics, which have resulted in 
durative disputations focused on the area of physics and have not led to any united conclusions until now. The 
only way to solve these problems and difficulties is to develop the quantum mechanics. We investigate in de-
tail wave-corpuscle duality of microscopic particles described by a nonlinear Schrödinger equation in nonli-
near quantum systems. Concretely speaking, we here study the properties of the solution of the nonlinear 
Schrödinger equation, the stability of microscopic particles, invariance and conservation laws of motion of 
particles, the Hamiltonian principle of particle motion and corresponding Lagrangian and Hamilton equations, 
the classical rule of microscopic particle motion, and so on. Studied results show that the solution of the non-
linear Schrödinger equation depicting microscopic particles is a soliton and have a wave-corpuscle duality, 
microscopic particles have always a mass center and possess determinant positions, sizes, mass, momentum, 
energy and form, their mass, momentum and energy satisfy corresponding conservation laws, their dynamic 
states can be described by both nonlinear Schrödinger equation and classical Lagrangian and Hamilton equations, 
their motions obey the classical Newton-type law of motion. These properties indicate that the microscopic 
particles described by a nonlinear Schrödinger equation have a corpuscle nature. However, the solutions of 
dynamic equation are some solitary waves which are accompanied by a carrier wave to propagate in 
space-time, and possess certain frequency and wave speed. Thus microscopic particles described by nonlinear 
quantum mechanics have also wave feature. Then we can affirm that the microscopic particles depicted by a 
nonlinear Schrödinger equation have a perfect wave-corpuscle duality, which are in essence different from 
those in linear quantum mechanics. Based on these results we can establish a new nonlinear quantum me- 
chanics, which can solve these difficulties and problems disputed for about a century in linear quantum me- 
chanics. 
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摘  要：原有量子力学中的 Schrödinger 方程不能很好地描述微观粒子的局域特性和波–粒二象性，因此，

量子力学必须改进和发展。在非线性系统中我们考虑了粒子之间或它与背景场之间的非线性相互作用，

于是必须用非线性 Schrödinger 方程去描述的微观粒子的状态。至此，微观粒子的状态和特征相对于线性

系统发生了根本性的变化。在这种情况下不论外势场如何变化，但非线性 Schrödinger 方程都能给出具有

波–粒二象特性的解，它由包络孤子和一个载波组成，有一个具有确定的位置的质心；同时，微观粒子

此时也具有一个确定的质量，能量和动量，它们遵守的质量，能量和动量守恒定律，在外场作用时粒子

是稳定的，并满足经典运动方程和遵守哈密顿方程和拉格朗日方程。于是用非线性 Schrödinger 方程去描

述的微观粒子具有一个明显的的局域特性和波–粒二象性，从而彻底消除了原有量子力学存在近一个世

纪的困难和问题。基于这些新的结果我们可建立起完整和系统的非线性量子力学理论体系，推动量子力

学的发展。因此这一研究具有重要意义。 
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1. 前言，量子力学的困难和问题 

在 19 世纪末期人们用成熟的经典物理理论来研

究微观粒子引起的物理现象时遇到了不可克服的困

难，即是我们常说的四大困难。这些困难迫使我们对

组成宏观物体的微观粒子本性的再认识。由于微观粒

子的质量太小(大约为 10–23 g～10–25 g)，运动速度又

快，不能把它与宏观粒子完全等同起来。普朗克和德

布罗意等人突破传统的粒子概念，大胆地提出微观粒

子具有波–粒二象性的特性，革新了我们对粒子的认

识。在 20 世纪初期，玻尔、海森堡和薛定谔等人[1-13]

在这新的思想基础上，提出了 8 条基本假设，建立起

了描述具有量子特征的微观粒子在线性场中运动规律

和特征的量子力学理论。这个理论的一个基本点是微

观粒子的状态用一个波函数来描述，它在非相对论情

况下满足 Schrödinger 方程，在相对论情况下满足

Klein-Gordon 方程。由于这两类方程都是粒子状态的

线性函数，它本身又满足线性的迭加原理，理论所采

用的都是厄米的线性算符，于是我们在这里称它为线

性量子力学。通过几十年的运用与实践，线性量子力

学取得了很大成就，在一些简单体系中得到了与实验

较一致的结果。但是，当它应用于复杂系统时，不得

不采取各种不同的近似方法去求解 Schrödinger 方程， 

于是我们仅能得到一些近似的，而不是真实解。因此

量子力学本质上是一个近似理论。这是因为该理论是

线性的，没有考虑粒子之间或它与背景场之间真实存

在的非线性相互作用，再加上该理论的动力学方程，

即线性 Schrödinger 方程[1-13] 

 
2

2 ,
2

i V
t m


x t 

   

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(  , t r 是微观粒子的波函数)仅是一个波动方

程，仅有一个波动解，不能表现微观粒子的粒子性。

例如当  V t, 0r 时，它为一个平面波 
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是一个连续谱。此时微观粒子弥散于整个空间。显然，

这是由于在此种情况下粒子的状态仅由动能决定造成

的。如现把这一粒子限制在一个长、宽、高分别为 a、

b、c 的小盒子中时，在 时，(1)式的解是一

个驻波。即 

( , ) 0V t r

  31 2, , sin sin sin iEtn zn x n y
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其本征能量是量子化的，即 
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 
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          (4) 

相应的动量也是量子化的。但此时粒子仍充满整个盒

子，即使盒子非常小，也不可能局域。 

如果让粒子处在与一个时间无关的保守力场中
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(即 )，则在一维时，微观粒子满足定态薛定

谔方程： 

  0V r
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这里 

    /, iEtx t x e    

对于外势场 ,例如带电粒子处在电场及

重力场中的运动情况，这里 a是与坐标

 V x ax

x无关的常数。

在一维均匀电场中， ，则上式的解为  V x eE x 

1
(1) 3 22
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这里  (1)H x 是第一类汉克尔函数， A是归一化

常数，
x

l
   ， l是特征长度，  是无量纲量。在

  时，仍有一波动存在，  
2/32

1

4 3A e

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

 。

这表明此时粒子仍不能被局域。 

如果 (即谐振子情况)，在一维情况下的

定态动力学方程为 
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其解 
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此时粒子也不是局域的，因为在 x时，其波

函数仍不能为零。这些研究表明，无论外势场  V r 采

取什么形式，由式(1)决定的解都不是局域的。于是，

在线性量子力学中微观粒子仅具有波动性，而无粒子

特性可言。其根本原因是：(1)式是仅存在色散效应的

线性方程，因此粒子的特征仅由这个色散效应决定，

而外加势场 由于与粒子的状态无关，所以不可能

改变粒子的本质特性仅能改变粒子的外貌。于是由(1)

式描述的粒子总是弥散于所在空间，不论你采取什么

迭加手段和方法，也得不到一个不弥散的稳定波解来，

永远得不到一个在时–空中稳定的粒子解，而不可能

局域。至此造成了测不准关系的出现，给线性量子力

学带来一系列困难。因此该理论仅能对包含有较少粒

子的氢原子、氢分子和氦原子能给出了较精确的解，

遇到复杂原子，分子和凝聚态物质就困难重重。这与

由单缝和双缝衍射等实验得到的微观粒子具有波–粒

二象性不符合。至此波恩引入了对波函数的统计解释，

以此来弥补它不能表示微观粒子的颗粒特性的这一缺

陷。但这却带来线性量子力学的许多矛盾和问题，再

加之原有的线性量子力学的诸多基本问题，如波函数

的意义，波–粒二象性和测不准关系等长期争论不休。

量子力学的奠基人玻尔为首的哥本哈根学派与相对论

之父爱因斯坦等人论战了半个多世纪，一直到死，都

未得出一个明确结论[14-19]。最后德布罗意等人在长期

研究后得出：“如果今日波动力学不能清楚地解释粒子

与波动的关系,那就是由于它事先限制了自己在线性

理论的框架之中”的结论[20]。详细地考查式(1)的物理

含义时，不难发现它缺少一个反映粒子与另一个粒子

或该粒子与一背景场等相互作用项，实际上，这些相

互作用对任何微观粒子都是存在的，但在线性量子力

学中经常是把它当成外势场，并进一步把它当作一个

平均场或周期外势场来处理，于是一个复杂系统便简

化到了能用线性 Schrödinger 方程求解的简单方程。对

于十分复杂的多体多粒子系统的处理也是如此。这样

做，虽然简化了研究的这种复杂系统，但却抹杀掉了

对粒子本质有影响诸多因素。这是不应当的。 

( )V x

如果认真考虑粒子与粒子、或粒子与背景场等之

间相互作用的非线性相互作用特性后。庞小峰通过在

(1)式中加一项与粒子的状态波函数相关的非线性项
2

b   ，用下面的非线性 Schrödinger 方程去描述微观

粒子的运动状态[21-30]， 

2
22 ( , )

2
i b
t m

V t   
    


r

    (6) 

此处的  , t r 是在非线性量子系统中的微观粒子

的波函数。在这种情况下，由它描述的粒子具有什么

的特点和遵守什么样的运动规律等等问题，显然是十

分关切的，现来考察它。 

2. 非线性 Schrödinger 方程解具有波–粒二

象特性的和粒子局域性 

如前所述，由于外加势场 与粒子的状态无

关，它不可能改变粒子的本质特性仅能改变粒子的外

貌，于是我们现仅研究当 和 常数时非线

 ,V tr

 , 0V t r b 
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性相互作用(
2

b   )对粒子的特性和运动状态的影

响。在一维情况下此时(6)式应为： 

2 2
2

2
0

2
i b

t m x

    
 

 
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显然，上式可变成为 

2
0t x xi b                     (8) 

这里 2' 2x x m  ， t t  。现在假设方程(8)式具

有以下形式的解 

    ( , ), , i x tx t x t e                (9) 

代上式进入(8)式，可得 
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现让   ,cx v t x v t          ，则上面两个方程

变成： 
2 3 0

2 0
x x c t x

x x x x e t

v b
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对于某一较小时刻 t ，可对以上两个式子中的后式积

分。其后，可得 



 2 (2 )x ev A t      

现让积分常数 ，则可得  0A t  2x ev   ，再代它进

入上面两式的前式，又积分，可得 

 0

d
ex v t

Q








    

这里    4 2 22 2e c eQ b v v v        c

0

。 

当选 ， ，时则有0c  2 2e c ev v v     ，除

有 0 0  存在外，还有   1/2
2 2 c ev v b0 e2 v     的解，

后者是 的根。利用以上关系，可得方程(8)式

的解具有如下形式[31-32] 

  0 Q
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最后可以把(8)式的解写成： 
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这里
2

0

( 2 )

2
c c ev v v m

A
b


 。Zakharov 等人[33-34]曾用反 

散射法求出过此方程的孤子解，但他们解的形式不同

于上式。 

此解与(2)式迥然不同，它是一种波包型的孤立

波。其包络波为： 

 0
0sech e

A bm
A x x v t

     
  

 

式中， 为包络波的群速度，载波为谐和波ev

  0exp eimv x x v te    ，其相速度为 (如图 1 所

示)。此种孤立波在空间传播时，在所有时间内，波形

和速度都不会改变，也不会弥散。这就是说，非线性

相互作用项使式(2)的线性平面波发生畸变为一个

“前无古人，后无来者”的孤单单的稳定孤立波–孤

子，显示出能量的聚集和粒子的局域性，其局域在

cv

0x

处。从而表现出明显的粒子性。这种性质是不随外势

场的改变而变化的。 

现来讨论在  , 0V x t  和 时，示在图 1

中的(10)式孤子的波–粒二象性。如前所述，此时微

观粒子的状态用一个波包型包络波和载波来表示。其

包络孤立波的宽度为

  0A  

 0mbA2 ，其振幅为 0A 。于

是，这个孤子的大小为 0 2AW   mb，它是一个常

数，与粒子的速度等无关，这表明这孤子在时空中传

播时，它的大小是不变的。从而显示出粒子的特性。

由于粒子被局域，其大小又限制在  0A2 mb 的范

围内，于是，它的能量也被聚集，则微观粒子变成为

一个具有确定的能量、动量和质量的粒子。可求出它

们分别为 2
0 1

1

2 so eE E M V  ， ，2P mVeN s Ns   

2 mb  ，即它们都是一些常数，完全由粒子的性质

决定。 

     




   (10) 

从图 1 可看出，这个微观粒子有确定位置，是被

局域在 0x x 的地方。所以 0x 就是孤子的质心位置。

因此在用  t, r 或  ,x t 来表示微观粒子时，其中的

位矢 或位置r x有确切的物理含义。真实的表示了微

观粒子在时空中的位置。因此，这些正是粒子的特性。 

另一方面，(6)式的解是一个孤子波，同时它由 
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Figure 1. The solution of solitary wave of the nonlinear Schrödinger Equation (7) 
图 1. 非线性 Schrödinger 方程(7)的孤立波 

 

载波“携带”在时空中传播，从而具有波动性。同时，

粒子的包络波的频谱总是围绕载波频率 0 分布，呈现

出一个局域结构，展现出一个频宽 0 。在图 1 中示

出了包络波的  ,

2 2
3

2
b ax

t xx

              
  (13) 

2

2
2

t x x x

      x t 频谱宽度。由于频率是波动的一

个特征。因此，由非线性的 Schrödinger 方程式(6)描

述的微观粒子既具有波动性，又具有粒子性，即具有

波–粒二象性。由(7)～(10)式可知，这种性质是不随

外势场的变化而改变的，是微观粒子的固有特性。这

些特征也与革末和载维孙等的单缝和双缝衍射的实验

结果相吻合。从而彻底避开量子力学的困难。 

0  
      

          (14) 

现在让 

         2
, ,    ,    x t x u t u t a t    vt d             

(15) 

这里  u t 描述了  ,x t   的加速运动特性。在  

时的边界条件要求    迅速趋近于0。在这种情况下，

式(14)应写成 
例如，在 常数时，式(6)的解也是一个

孤立波： 

 V x C 

    
 

0 0

2

0

2
sech

exp
2 4

e

e e

x x v t t
b

v v
i x x C

 



     

           
     

t




 (11) 

2

2
2 0u

   
   
   

  
   
        (16) 

此处
d

d

u
u

t



 。如果 2 0u     ，则方程式(16)可

写成 

 2

( 2

g t

u


  )




   
  或  

 
2 2

g t u

x





 



  (17) 它与式(10)的孤子解类似，仍是一个波包型的孤

立波，即一个包络孤波被一个载波载着一起运动。在

它们相互作用，如碰撞时，仅是孤立波的相位发生了

变化。因此它具有明显的粒子性。 

对式(17)积分可得 

     20

d
,

2

x x u
x t g t x h t


 

     


   (18) 如果再改变外势场的形式为V 时，(6)式在一

维系统中变成 

ax

这里  h t 是一个未确定的积分常数。从方程式(18)可

得 
2

2

2
i b
t x

ax       
  

      (12) 

   02 2 20

d

2

x

x

x gu gu u
g t x

t


  



 h t
      

 
     (19) 这里 t t  ，  1/2

2x m x  。如果 仍用式(9)

来表示，这时  ,x t    是 x和 的函数。代式(8)

进入式(12)，可得到 

t
代式(18)和式(19)进入式(13)可得 
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 
 

2 2

02 2 20

2
3

3

d

2 4

x

x

u u x gu
a x h t g

x

g
b

 
 








           

 


   

 

(20) 

由于
 

2 2

2

d

dx
2

 






，则它本身仅是  的函数。为了 

让 式 (20) 的 右 边 也 仅 是  的 函 数 ， 则 必 须 使

。   0 constantg t g  

   
2

022 4 x

u u gu
a x h t V 

      
          (21) 

可以假设    0V V    ，这里  是一个任意常数，

于是有 

   
2

0 022 4x

u gu u
a V x h t 

 

 
       

 

     (22) 

显然，在这里讨论的问题中  0V  = 0，于是式(19)中

方括号内的函数仅是 t 的函数，代式(21)进入式(19)

可得 



22
3 0

2 3

g
b

  
 


  

  


        (23) 

此式表明当  和 g是常数时，     是式(23)的解。

对于较大的  ，可以假设
1    ，此处 是一

个小常数。为了保证 2 2dd   和在  是接近

于零的，唯有的方法是使在式(23)中相应于 0g

 时

0 的

解是稳定的。于是应选择 0g 0 ，则可得到 

2

u

x






               (24) 

于是从式(21)可得到 

 

     

2

3 222

,
2 4

41
34

u u
ax x h t

h t t a t a t



 

      

      
 

 

   (25) 

代式(26)进入式(18)和式(19)，可得到 

   3 2221 41
2 34

at x t a t a t                  
  

(26) 
利用以上结果，从式(23)可得到 

2
3

2
0b

  



  

            (27) 

当 0  时，方程式(27)的解具有如下形式 

2
= sech

b

           (28) 

于是可以求出它们的解为 

 
1 1

22 2

2

1
2 3 222

32

2 22, sech

421exp
32 4

at vt dmx t xb

t a t vatmat vi xv





                    
                       



  
(29) 

其中， 

2
2 3 241
( )

32 4

vx t a t vatat v 
                

 (30) 

这里 a，d和  都是一些常数，解式(29)是一个孤

子解，但它的振幅、速度和频率与前面的孤子相比都

发生了变化。可证明微观粒子是十分稳定的。其运动

速度为 2 2g atv v  ，即做匀加速运动，其加速度为

2a 。应用这个孤子解可解释微观粒子的一些非平

衡态特征。 

而这孤子都具有确定的能量。因此它们都是具有颗

粒特性的粒子。其粒子局域的原因是由于系统的哈密顿

算符或动力学方程中存在的非线性相互作用项
2  

抑制了其色散动能项的缘故。如果对(12)式作变换： 

    2 3ˆ ˆˆ 3ˆˆ, , e i xt i tx t x t         

 2ˆˆ 2x x at m x     ， t t t   ， 为一常数，

则(12)式变成了

a
2

0xxti b          ，当选择 2b  时，

Chen 和 Liu 等人[35-36]求得其孤子解为 

  
 

   

  

2
0

2 3

2

0 0

2
0 0

2 sech 2 2 4

exp 4

2 cos 2 sin 4

4

x t t x

x A B C
i at r t t t

i x t t t t

t t

    

  


 

      

         
 

           
  

    

   
  (31) 
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这也是与式(10)或式(30)有基本相同性质的波包

型孤子，只是其相位和振幅有所不同，并与粒子的速

度和位置及时间相关。此解与式(4)完全不同。 

写微观粒子是正确的。 

3. 局域的粒子处于能量最低态 

如 果 再 改 变 外 势 场 ， 使    2V x kx A t x   

 B t 时，庞小峰求出了(6)式的解，可写成： 

现来考查原来线性薛定谔方程中计入非线性相互

作用后为什么粒子就能局域？局域了的粒子是否处于 

   ( , )ei x tx u x          (32) 一个稳定的状态上等问题，以此来论证理论的正确性。 

显然，在一维系统时如果设(8)式的解用下式的定

态波函数表示 
其中， 

     2
sech
B

x u x ax u t
b

          , expx t x iE  t        (34) 

     02cos 2u t kt u t    其中  x 满足式(6)，在一维时的(6)式可写成 

 

    
   

0
0

2

00

' 0
0

, 2 sin(2 )
2

2cos2

2 sin 2 d
2

t

u
x t k kt x t

k kt u t B t

u
B t k kt t

 





 

       

        

         

  

 
2

eff2

d

d
U

x

 



 


          (35) 

这里 

   4 2

eff 2 2

m b
U V E      

 
 

其中，  effU  与 关系类似于如图 2，即V 及

和 b

E

0V  0 时是一个双阱势，有两个极小值，即此

有 效 势 场 提 供 了 两 个 基 态 ， 分 别 为 0    

  1 2
2V E b 。使粒子能量不再弥散于整个空间，而

是自陷成了一个孤子，局域在质心位置 0x 处。粒子处

在这两个基态的能量为  2 2 0

如果 ，并设    0A t B t    2 2V x x   ，则 Chen 和

Liu 等人[35-36]求得其孤子解为(见式(33)) 

它们仍是一个波包型孤子解。但此孤子以一个正

比于 的频率振荡。显然，它是不同于在线性量子力

学中的上述色散波解。在其他外势场下，方程(6)式也

有孤子解。这些结果告诉我们一个事实，如果计算粒

子之间或粒子与背景场的非线性相互作用，则粒子始

终是一个孤子，即它是局域的，不论外势场如何变化，

微观粒子的局域性不会改变，外势场仅引起了孤子的

状态变化。于是微观粒子现出我们所希望的局域特性，

其原因是，能使波发生畸变的非线性作用抑制或阻止

了由动能项引起的色散效应。如果它们能相互平衡，

则局域的微观粒子是十分稳定的。 

k

V E b   。但是如果不

考虑非线性相互作用，即 ,则又回到线性量子力

学。此时，

0b 

 x 的基态 0 0  ，其粒子的基态能量也

为零。显然，在这两种状态之间存在一个能隙，它使

非线性系统中的微观粒子能量降低，所减少的能量使 

 

 

从线性量子力学中微观粒子运动的基础上，我们

考虑了粒子之间的非线性作用，用非线性 Schrödinger

方程研究了微观粒子的特点，发现在此情况下，微观

粒子被局域，具有波–粒二象性，明显不同于在线性

量子力学中微观粒子的特性。由于非线性相互作用广

泛存在于物理系统中，则用非线性 Schrödinger 方程描 
Figure 2. The relationship of Ueff(  ) with   

图 2. Ueff(  )与  的关系曲线 

2
2

0 0 0

4
2 sech 2 sin 2 ( ) exp 2 cos 2 ( ) sin 4 ( ) 4 ( )x t t i x t t t t t t

         
  0 0

                                 
 (33) 
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微观粒子束缚为局域的孤子，即为孤子的束缚能或结

合能。这完全是由于粒子受到了非线性相互作用的缘

故。这就是说微观粒子受到的非线性相互作用能完全

被用来使自己束缚为一孤子。这意味着，没有这个非

线性吸引相互作用能，孤子是绝对不能形成的，粒子

也不能局域。因此可以认为非线性相互作用是微观粒

子局域的必要条件。而处于局域状态的粒子的能量降

低，从而处于一个稳定状态之中。这表明该理论是正

确的。当 ，0V  V E ，时，就不大可能形成这类

孤子。若 时，在V 时也不大可能形成稳定的

孤子，只有在

0V  E

V E

E

 时，才有可能形成一个稳定孤子，

因为这时也可以提供两个不同的基态。由此得到，对

于势垒情况，仅当V 时，才有可能由非线性作用

与色散作用提供两个不同基态，去阻止能量的弥散，

形成上述性质的稳态孤子。 

但对排斥型非线性自相互作用(即 )，式(6)

变为 

0b 

 
2 2

2

2
,

2
i b

t m x


V x t    

  
 

     (36) 

一般来讲，此方程虽然不能形成与上述的孤子性

质相同的孤子，但如果适当选择    ,V x t V x 或常

数，也可以得到 kink 孤子解。若将定态解式(34)代入

上式可得 

  
2 2

3
2

0
2

b E V x
m x

  
   




      (37) 

当V 与 x无关，且 时，式(37)的解为 0 V E 

     02

2 2E V m E V f th x x
b

  
  
  

  (38) 

这是 kink 孤子，而不是上述的波包型孤子解。因此孤

子的性质发生了变化。 

但当 V E 而 时，式(37)也有式(38)形式的

解。同时还可能出现形状刚好与波包型孤子形状反倒

的暗孤子解。这种孤子在光纤中发现过。 

0V 

4. 微观粒子的能量、动量和质量及所具有的

守恒定律 

(1) 微观粒子的质量、能量和动量  

如上所述，用非线性 Schrödinger 方程描写微观粒

子时，微观粒子具有波–粒二象性，或者它具有一个

粒子的特性。于是它有确定就的质量，能量和动量等

属性。现在来决定由非线性 Schrödinger 方程描写的微

观粒子的能量、动量和质量及它们的守恒定律。对应

于微观粒子的动力学方程式(6)的系统的哈密顿量和

拉格朗日密度函数可分别用 

   
2

22 2
,

2 2

b
H' V t

m
2       


r   (39) 

相应的系统的拉格朗日刻度函数为 

     

   

2

2

i

2 2
1

,
2

t tL'
m

V t b

     

   

  

 

    

 

 

r

     (40) 

其中系统的哈密顿量和拉格朗函数分别为 

 dH H   z z    和    dL L  
这里H  ，L  。因此，不论哈密顿算符或哈密

顿量还是拉格朗日函数都是粒子状态波函数 的非线

性函数，从而突破了原有量子力学中哈密顿算符与粒

子状态波函数无关的基本假设。这是非线性

Schrödinger方程描写微观粒子不同于线性量子力学的

最根本点。 

于是可以将系统的粒子数密度定义为 

2               (41) 

微观粒子的动量密度定义为 

*
*p i
x x

  
  

     
     (42) 

粒子流密度定义为 

*
*J i
x x

  
  

    
       (43) 

粒子所具有的能量密度为 

2
4

2

b
V

x

 2 
   


   (44) 

非线性Schrödinger方程式(6)在  ,V x t 0 时的解

(10)式是一个非拓扑型波包孤子,这微观粒子具有一

个质心，并局域于 0x ，它有确定的能量、动量和质量。
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从以上粒子数或质量密度，动量密度和能量密度的定

义，从式(10)能求出此微观粒子的能量、动量和质量

分别为： 

2 0
1

2
dso s

A
M N x

mb
  



 * * d 2x x eP i x mv N  



    

2 4 2
0

1 ˆd
2 2x sol e

b
E x E        M v  

这里， 1 02 2so sM N A   mb 是微观粒子的有效质

量密度。由此看来，这些微观粒子都具有确定的能量、

动量和质量值。同时，在未受外势场作用时，其动量

和能量都由粒子的群速度 Ve决定。在以此群速度的运

动中，粒子能量、动量和质量始终不改变，其大小完

全由粒子的基本属性决定，并是与时间无关的常数。

这意味着粒子的大小或体积不随时间而变化，这正好

表现了微观粒子的颗粒特性。这和线性量子力学微观

粒子迥然不同，并很类似于宏观粒子。因此，微观粒

子在这种情况下不再弥散于整个空间，而具有明显的

粒子特性。 

(2) 微观粒子具有的能量、动量和质量守恒定律 

对于式(6)，从(41)～(44)式可求得 

j

t x

 


  
             (45) 

2 2
4 2 *

2 2

*
*

2 2

2

p
b V

t x x

*

x x

iV
x x

     

  

                       
  

       



(46) 

* 2 2 *

2 2

*
*

E
p i

t x x xx x

i
x x

   

  

       
              

  
       

    (47) 

利用式(6)可立即得到 

d 0

d 0, d

M
x M

t t
P E

p x x
t t t t

      
         
       



 

      =const

0

  它们分别表示质量、动量和能量守恒。这就是说，

在非线性相互作用存在的非线性量子系统中的微观粒

子和其他物质一样，遵守普遍的物质运动定律。 

(48) 

当 V 为一个常数时，对于式(6)的微观粒子具有质

量、动量和能量分别为 

2 02
d , P 2s e s

A
M x m

mb





   


v M  

22
4 2

2
0

d
2 2

1

2s s e

b
E V

m x

E VM M v

  



x

      
  

  




 

即它的能量由粒子的动能、束缚能和相互作用能组成。 

当然，一些微观粒子也具有一定的电荷、自旋等

基本特征。因此由非线性量子力学描述的对象，具有

物质的一般属性。 

(3) 非线性 Schrödinger 方程相关的 Noether 原理

决定的一些守恒定律 

实践证明，由非线性 Schrödinger 方程式(6)描述

的微观粒子，除具有以上守恒定律外，还存在多个守

恒定律，后者可从与非线性 Schrödinger 方程相关的

Noether 定理，在不同变换群下的系统作用量的不变性

中推导出来。现在首先给出由 Gelfand，Fomin’s 和 

Bulman Kumei 等人(见 C. Sulem 和 P. L. Sulem 的书[37]

和其中的参数文献)建立的与非线性 Schrödinger 方程

式(6)相关的 Noether 原理。 

为简化计算，这里引入以下表示  ,t x  , 

   0 1 a, , , ,t x      和    1 2, ,      。 

根据非线性 Schrödinger 方程式(6)所对应拉格朗

日函数 L式(39)，可把系统的作用量可表为 

   1

0
S ' , , , , ,

t

t tt
L x            d dt  

或       
D

S ,
x
L d 




                 (49) 

这里 L  是拉格朗日密度函数。在依赖于小参

量  的变换T  下，则上述量有变换： 

   , , , , , ,         
 

这里 和 是被假设为对于  是可微分的。当

0  时，其变换退化为么正变换。对于一个无穷小的

 ，则有 ,          。在变换T  下，则有

       的变化，而积分区域 D 变成为 ,其作D
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用量为  

     1S { } ,
D x

S L d  


         

这里 表示了相对于 的微分。在  的一阶极限

变换下，其变化    S S S     可写成 

   

 

1

1

D

d

D x
0

, ,

, d

x
S L L

L 

 

d 

 








        
  


 

 

   

  (50) 

此处使用了 Jacobian 展开近似： 

 
 

0

00

1
dd

vd

,...,

,...,




  
  

 
 

 
 

 

在上式右边的展开式中的第二项 是用

代替。现定义： 

 ,L   

 ,L  

     

       
   

i i i i i

i i i

i i

 

   



    

  



 

        

        

     

  

  



 (51) 

这里  

  
    

 

 


 
   

            
  






  

则有 

   

         

 

   

i
i i

i
i

i i
i i

, ,

i i

L L

L L

L
L L

L L

 



 



 
 

i  






 

     

                

        
 

     
      

           

 

   

 

于是式(50)现用  

 

 

ix
i

ix
i

d

d

D
i

D

L L
S

L
L

 


 

  


 










                  
      

 

   


 (52) 

代替，在此推导中使用了关系： 

 

 

i
i

2
2

i

i

,

L
L L

L


  

 

 



 

 






     
  


  
  

, 

   

 

i ix
i i

i i
i

L L

L


  

 

 


 






    
            

  
        


 

使用 Euler-Lagrange 方程，则在 S 的表示式右边

第一项趋于 0，于是可得到 Noether 定理，即(A)如果

作用量式(49)在独立和相关的变量作无穷小变换：

,         ，这里  1t ,x .. d.x  下是不变

的，利用上面定义的 ，则下列守恒定律成立： 

 
0i

i

L'
L' 

 

 


  
   

     
，或

 
0i

i
i

L'
L'  

  

  
 

   
             

  (53) 

(B)如果在无穷小变换： 

   
       

, , ,

,

t t t t x,t , ,x x x x x t

x,t t ,x t ,x t x ,

  

   

     

  


 

下其作用量是不变的，则 

 

  δ d

t t
t

t t
t

L'

L'
L t x

   


   


  



     


        

 x

x

 

是一个守恒量。 

对于非线性 Schrödinger 方程式(6)，从式(53)可得

到  

2t

L' i 






, 

2*
t

L' i 



 


 

这里 L  是式(39)。于是以下的几个守恒定律

便可从以上的 Noether 定理得出。  

(A) 在时间平移的不变性和能量守恒定律 

作时间平移变换： t t t  ，则 x    

0  ，于是作用量式(49)是不变的，则式(53)变成  
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   

 

2

2

0

t

t t

b
V x,t    

   

 

 

     

     

 
  

这结果可导致能量守恒，即 

   
2

d
2

constant

b
E V x,t            




 x
  (54) 

(B) 相移不变性或规范不变性和质量守恒定律 

作相移变换 ei  时，上式的作用量是不变的，

则对于给定的无穷小所引起的变化，在 0t x   时

可表示 i  。由此从(53)式可推出：  

  2
0t i            

于是，便可导致质量或粒子数守恒，即 

2
d constanN x  t  

和连续性方程  

N

t


  


j             (55) 

成立，这里 是质量流密度可写成 j

 = i        j  

(C) 空间平移不变性和动量守恒定律 

如果在一个无穷小的空间变换 x x x  (此时

有 )下，若其作用量是不变的，则从

式(53)可得 

0t    

  2

0

t i                     


L 
 

从此式可得出以下动量守恒定律： 

 d constanti x        P .      

此时微观粒子的质心是被定义为 

21
dx x x

N
   

则有 

 
 

2d
d

d

d

d d

t

x
N x x

t

x i x

i x



   

   

 

 

 

       

        




 P J xj

 (56) 

此式类似于在经典理论中的动量的定义。由式(56)可

知由非线性 Schrödinger 方程描述的微观粒子具有经

典粒子的特性。 

(D) 在空间转动下的不变性和角动量守恒定律。 

如果在系统围绕着对称轴 作一个无穷小I 

0 

的

转动时，其作用量是不变的(这时 和t    

  x I x )，则可导致角动量 

 di x        M x  

的守恒。 

(E) Galilean 不变性。如果在 Galilean 变换：  

     

,

1 1
, ,

2 2

x x x t t t t ,

x t x t i x t x



      ,t

     

           

   

下，其作用量式(49)是不变的，则非线性 Schrödinger

方程式(6)能保持是不变。对于一个无穷小速度，则

有 , 0t t    x 和      , , 2ˆ x t x t i         

 ,x x t  。在这种情况下，对式(53)过空间变量积分

后可导致式(56)的动量守恒。这意味着微观粒子的质

心速度是一个常数。 

我们还可得出其它守恒定律，由此可知，非线性

量子力学有多个不同的不变性和守恒定律。这表明非

线性量子力学空间和时间具有多种对称性。 

5. 微观粒子的位置及其运动规律 

现来研究在非线性 Schrödinger 方程描写的微观

粒子在外势场作用下在时间–空间中的位置变化和运

动规律。 

(1) 微观粒子的质心位置与速度 

可以证明由 Schrödinger 方程式(6)所描述的微观

粒子(孤子)是按经典规律运动的，即在无外势场时或

外势场为常数时，它作匀速运动。在与位置相关的外

势场作用时，它作匀加速运动；在弹性力场作用时粒

子具有振荡的性质，相当于经典谐振子的情况。现来

研究这一特性。 

从一般的非线性 Schrödinger 方程式(6)和它的共

轭式： 

2 2
2

22

*
* *i b

t m x

 *V    
  

 
   (57) 
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出发，并设 t t  ， 2 2x x   m 。以上研究得知

由这些方程描述的微观粒子具有确定大小，并局域在

0x x 处。描述它的波矢或场量  , x t   是一个钟型的

孤子，则具有
0

0
x' xx









，即在 0x x   时具有的振幅

极 大 值 ； 在 'x  时 有 ， 以 及 ,x t   0

* d 0x
t

   
  或  dx x   

 d

constant 等特性。这意

味着， * dx x x     可被认为在 x到 dx x  的间

隔内粒子的有效质量。利用(56)式，则在 0x vt  时微

观粒子的质心则可定义为 

0 d d d* *x x x x x   
 

 
              (58) 

从式(6)和式(50)可以得到 

   

 

*

3 2 *
*

3 2

*2* * 2

*

d
d

d

d

d d

d

x
t x

i x
xx x

b x b
x x

V
x

x



  

    

 

















 
 
             
  

x


      
   









 

其中 

   

3 2 *
*

3 2 d 0x
xx x

  




      
    



 

 

*2* * 2

2
* 2

d d

1
d 0

2

b x b
x x

b x
x

    

 









  
x


    

      






  

于是有 

* *d
d d

d

V
x i x

t x x

  
 

 

  
       (59) 

则微观粒子的质心速度便可定义为 

 * *

* * *

* *

d
d d

d

( )d

2 ( d d

e

t

x

x
v x

t

(2) 微观粒子按经典规律运动 

于是，微观粒子的质心加速度便可定义为 

 
2 2

* *
2 2

*

*

d
d d

d( )

d
2

d

x

x
x x

t t

xd
i
dt x

    

 

 

 

 








   
 


 



 




 (61) 

于是有 

*
2

2 *

d
d

2 2
d( ) d

V
x

x Vx
xt x

 

 









         
 




 (62) 

这里  V V x 是作用于微观粒子的外势场。可在质心

位置 0x x  处展开
 V x

x




为 

       

    

2
0 0

0 2
0 0

33
0

0 0
, 1 0

1

2!

i

i j
i j i j

V x V xV x
x x

x x x

V x
x x x x

x x x

   
   

    


     

    

 

  

对于上式两边取其期待值，可得 

     33
0 0

, 10 0

1

2 ij
i j i j

V x V xV x

x x x x x

   
  

        
 

这里 

     0 0ij i j i i j jx x x x x x x x               

对于像图 1 和式(10)的非线性 方程的孤子

解来讲，其质心位置是固定在

Schrodinger

0x x  处的，当仅研

究质心的运动特点时，我们可设计相关于质心 0x的相

关项，则可期待 0ij  。于是上式可写成 

   0

0

V xV x

x x

 


            (63) 

则微观粒子质心的加速度可写成 

   2
0

2
0

d
2 2

d( )

V xV xx

x xt

  
   

   
  (64) 

d

x

x x

i x x

    

       

   

 

 



 

 

 

 



   

   

 

 

 

 

    (60) 
则转化为原来的坐标系统中，则可得 

2

2

d

d

V xx
m

xt

 
 


          (65) 
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(3) 运动方程的应用 

此式与经典力学中宏观粒子的运动方程很相似。

这就清楚地表明在非线性量子力学中的微观粒子可以

满足经典运动规律式(65)，这就充分体现了由非线性

量子力学描述的微观粒子具有明显的粒子特性。显然，

这是由于它具有确定的能量、动量、质量带来的结果。 

实际上这个结果也可从微观粒子的能量、动量、

质量表示式 (42)～式 (44)及式 (6)及在 x   时

等特性中得出。这里不再推导。总之，在

非线性量子力学中式(65)是正确的。 

 ,x t   0

运用式(65)，我们可求得的非线性S 方

程式(9)的自由微观粒子解(10)式和受恒定外势场

常数作用的粒子解(30)式，由 ，则 

chrodinger

  0V x  V x 

它们的质心加速度
2

2

d
0

d

x

t

 
 。即它们作匀速运动。当 

 V x ax  的外势场，其解为式(31)。则微观粒子的

质心加速度为 
2

2

d
2 Cons

d( )

x
a

t

 
  


t

      

(66) 

即作匀加速运动。对于处于外势场 的微

观粒子，其解为式(33)。这里

  2 2V x a x 

是孤子的振幅。 是与

微观粒子速度相关的常数。 0x是微观粒子的质心位

置。 和0t 0是常数。在这种情况微观粒子的质心加速

度为 
2

2
02

d
4

d( )

x
a x

t

   


 

         

(67) 

因此，在这条件下微观粒子是作谐振运动，其所受到

“胡克力”与 成正比。这些结果却与宏观粒子

的运动规律很类似。 

2
04a x

6. 非线性量子力学中的微观粒子的拉格朗

日方程和哈密顿方程 

(1) 微观粒子的拉格朗日方程 

在由非线性 方程式(6)描述的非线性

系统是一个可积系统，即该系统的特性可用哈密顿量

和拉格朗日函数(39)式来表征。此时微观粒子的状态

波函数

Schrodinger

 和 * 是系统的动力学量，它们满足 Poisson

括号： 

     ( ) ( ),a b ab

这里 

  *, *

A B B A
A B i

   
 





 
 

 
            (69) 

在   0A   时的式(6)所对应的 Lagrangian 密度函数

(39)式中的独立变量  ,x t 和 * , x t 决定的系统

的作用量在无穷小变化 和 * 下作用量的变化(52)

式可写成 

d d . .
B

t

tt D
t

L L L
S x    

  
     

       
  t c c  (70) 

这里  L    表示了一个具有分量为  iL     

( 1,2,3)i  的矢量。作部分积分后可得 

1

0

d d

.

b

t

tt D
t

t

t t

L L L
S x

L
c c

 
  




       
              

 
   

  t

  (71) 

由此式可得出对于一个具有确定值  0,x t 和

 1,x t 的函数  ,x t 要使作用量 取一个极值的充

分和必要条件是它必须满足以下 Euler-Lagrange 方程 

S

t
t

L L L

 
 


     
           

        (72) 

从以上的证明可知道，如果一个系统的拉格朗日

密度函数 L  

hrodinger

知道，则便可由式(72)方程求出微观

粒子满足的非线性S 方程式(6)。这意味着在

非线性量子力学中式(72)的 Euler-Lagrange 方程和非

线性S 式(6)有同等效果，都是微观粒子的动

力学方程。这一结果迥然不同于线性量子力学的一个

新结果。如所知由于 Euler-Lagrange 方程是经典力学

中描述宏观粒子的基本动力学方程。(72)式的存在充

分表明了在非线性量子力学中微观粒子具有经典的特

性。在线性量子力学中系统的线性拉格郎日密度函数

虽然也可写出一个线性的 Euler-Lagrange 方程，并从

它也得出一个线性S 方程，但此方程只有波

动解，而无粒子性，没有多大物理意义，所以很少提

起和使用它。 

chrodinger

chrodinger

c

(2) 微观粒子的哈密顿方程 

显然，相应于式(6)的哈密顿密度函数是用(40)式

表示。现引入粒子的正则变量， x y i x y          (68) 
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   

   

1 1
1

2 2
2

1
, ;

2

1

2

t

t

L'
q p

q

L'
q , p

i q

 

 






  

 


  

 
   (73) 

则系统的哈密顿密度函数(40)式则变为  

ti i
i

H' p q   L'  

于是，相应的拉格朗日密度的变化则为  

   

   

i
i i

i i

t i
t i

L L
L q

q q

L
q

q

   
 
 



 
  




 



 q

    (74) 

这里 。而式 (73)又定义了 ，则，系统的 

Euler-Lagrange 方程(72)式现在变为 

L   ip

t i

L L
p

 
   
       

 

而系统的哈密顿量的变化有 

 t t di i i i
i

H q p p q x        

于是应用变分原理可得到哈密顿方程为 

i

i

q H

t p








, i

i

p H

t q

 
 

 
         (75) 

其由(73)式很容易得到这组方程对应的复数形式为 

ti H'               (76) 

这里 ，这与经典力学的哈密顿方程一致。由此

看到，从上述哈密顿方程(76)式也可以推导出非线性

方程。因此，它和 Euler-Lagrange 方程一

样，能够用来描述非线性量子力学中的微观粒子的运

动状态和特征。它和非线性S 方程具有同一

功能，都是粒子的动力学方程。由于哈密顿方程是经

典力学中粒子运动的基本方程，则上述得出的结果充

分显示了在非线性量子力学中的微观粒子具有经典特

性。 

H  

hrodingerSc

chrodinger

以上结果使我们认识到能用 Euler-Lagrange 方程

和哈密顿方程来研究非线性量子力学系统微观粒子的

运动特性。但这些方程是用粒子的状态变量  ,x t 和

 , x t 给出的。如果在能量–动量空间中，根据 de 

Broglie 关系 E h    和 ，则系统哈密顿量

可用能量 或

P k

E  来代替，其动力学变量用动量或波矢

和坐标k x表示。在自然单位制下，哈密顿量或能量

是 和k x的函数，则就有 

d d

d dx k

k x

t k t x t

  



  
   

    
 

的关系成立，则在非线性量子力学系统中，由上述式

可推出系统的哈密顿方程 

d d
,

d dk x

k x

t x t k

 




 

   


           (77) 

这里 k x    是与时间相关的微观粒子的波矢，而

t     是它的频率， 是微观粒子波函数的相位

值。应用这个哈密顿方程也可求出微观粒子的运动规

律。例如，对于  V x x  ，其相应的非线性

方程的解也被给出在式(31)中。它的相位

值为  

Schrodinger

   
2 3

2 2 2+ ,
t

t x t t
      

        


    

对于   2V x x  时的解表示在式(33)，相应的相

位为  

   
 

2

0 0

2

 

0 0

2 c 2 sin 4

4 ,

x a t t a t t
a



 

os

t t

           
   

    

应用式(77)，能求出在  V x ax  时的, 

 


2 ,

    2 2 22 4 2 2 2 2

k at

at ax kax



 2 

 

        
 

于是这个微观粒子的质心群速度为 

 d
4 2

dg
x

x w
v at

t k




      
 

 

相应的加速度是 

2

2dt


02 tan , ( )a cons t x xd d

d

x k

t
   (78)       



对于   2a x 2V x  的情况，则有 

 
   

   

0

2 2
0 0

1
2 2 2 2 22

2 c

2 4

a x

os

4 s 2 4 cos 4 4

2 4

t

t t t t

k

 

in

k t

x k

  

 

 

  

 



       

    
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于是微观粒子的质心群速度为 

   
2 2

0

2
1 4

2 ctg 2 4 cos 2

g
x

w x k
v

k k

0

k

x t t t t


 

   




  
 

              


 

相应的加速度则为 

 2 2 2
0

d
2 4 4 sin 2

d x

k
k

t x

     


  t t         
 

因为
2

2

d d

dd

x k

tt

 



，这里 0x x  ，则有 

 
2

02

d d
4 sin 2

d d

k x
t t

t t
 

         
 

和 

 0sin 2x t t
 


     
        (79) 

最后求得此种情况下，微观粒子的加速的为 

2
2

2

d d
4

dd

x k
x

tt


     


           (80) 

在式(78)～式(80)中求出微观粒子的加速度与前 

面用
2

2

d
2

d

x V

xt

  
 

   
求得的结果完全一致。给 

出了相同的动力学特性，即当 时微观粒子

在力场中作匀加速运动，相当于点电荷粒子在均匀电

场中的运动。当V x 时微观粒子以加速度在

“胡克力”作用下，绕着平衡位置作谐振运动，其振

动的频率为

 V x ax 

2



  2a x 

2 ，其振幅为  ，其相应的振动方程

为 0 sinx x t 而 2a  和 0x    这些运动特点和

规律完全与经典力学中粒子的运动规律一致。在非线

性量子力学中得出这些规律和经典力学之间的相对应

性，不但表明了所建立的非线性量子理论是正确的。

同时也表明在非线性量子力学中的微观粒子具有经典

粒子的特性。 

7. 结论 

由于原有量子力学存在许多困难和问题，在该理

论中的 Schrödinger 动力学方程不能很好地描述微观

粒子真实具有的局域特性和波–粒二象性，因此，量

子力学必须改进和发展去考虑粒子的非线性相互作

用。这个非线性相互作用是由于粒子之间或它与背景

场之间的相互作用产生的。在这种情况下，在非线性

系统中的微观粒子的状态是用非线性 Schrödinger 方

程，而不是用量子力学中的线性 Schrödinger 方程来描

述。至此，微观粒子的状态和特征相对于线性量子力

学系统中的情况发生了根本性的大变化。在这种情况

下不论外势场如何变化，非线性 Schrödinger 方程都能

给出具有波–粒二象特性的解，它由包络孤子和一个

载波组成，有一个具有确定的位置的质心；同时，微

观粒子此时也具有一个确定的质量，能量和动量，并

遵守的质量，能量和动量守恒定律，在外场作用时粒

子是稳定的，并满足经典运动方程和遵守哈密顿方程

和拉格朗日方程。这些结果清楚地显示由非线性

Schrödinger方程描述的微观粒子具有一个明显的的局

域特性和波–粒二象性，从而彻底消除了原有量子力

学存在近一个世纪的困难和问题，并可解决当代最伟

大科学家爱因斯坦与以玻尔为首的哥本哈根学派之间

争论了半个多世纪的、一直未解决的线性量子力学中

长期存在的问题，也说明原有量子力学是一个近似理

论，必须把它发展到非线性系统中去建立起完整和系

统的非线性量子力学理论。因此这一研究具有重要意

义。 
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