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Abstract: Using the technique of Burkholder’s martingale transforms, we investigate the correlations be-
tween two weak Orlicz-Hardy spaces of martingales. Let 1  and 2  in 2  be two Young functions and 

 in some sense, a constructive proof is obtained of that the elements in weak Orlicz-Hardy space 

 are none other than the martingale transforms of those in weak Orlicz-Hardy space , and vice 

versa. 
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摘  要：利用 Burkholder 的鞅变换为工具，刻画了弱 Orlicz-Hardy 鞅空间之间的相互关系，构造性地

证明了：对于任意的两个Young函数 ，且1 2 2,   1  (某种意义下)，则弱Orlicz-Hardy空间
1

wH

中的鞅是 中元素的鞅变换；反过来，弱 Orlicz-Hardy 鞅空间
2

wH 2
wH 中的鞅也是 中元素的鞅

变换。 
1
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1. 引言 

近年来，在泛函分析与鞅论中，弱型空间(例如：弱 Lebesgue 空间 pwL 、Lorentz 空间 ,p qL 、弱 Orlicz 空间 wL

等)的研究引起人们的广泛关注。在鞅空间理论中，Weisz[1,2]首先引入了鞅的弱 Hardy 空间和弱 BMO 空间的概

念，建立了弱 Hardy 鞅空间的原子分解定理并以之为工具研究了其共轭空间；随后，Y. L. Hou 和 Y. B. Ren[3]，

Y. Jiao 和 L. H. Peng[4]进一步研究了 Banach 空间值鞅的弱 Hardy 空间的原子分解定理以及鞅变换算子的有界性；

Y. Jiao[5]研究了弱 Orlicz 鞅空间之间的相互嵌入关系；最近，P. D. Liu[6]则进一步将上述研究推广到弱 Orlicz 鞅

空间。关于各类弱型鞅空间，近年来的主要研究成果可详见 P. D. Liu[7]的综述文章，已有的成果表明将弱型空间

应用于鞅论中，以拟范数代替范数，经典鞅论中的许多不等式都可以系统地加以改造。这样不仅把经典结论从

赋范空间拓展到拟赋范空间，而且有时甚至还可以使不等式更加精确。 
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鞅变换最早是由 Burkholder[8]引入的，它不仅是鞅论的一个重要研究对象而且也是泛函分析和调和分析理论

研究中的一种分析重要工具。Garsia[9]，Chao 和 Long[10]，Weisz[11]分别运用鞅变换刻画了鞅 Hardy 空间之间的

相互关系，而 Iahak-Mogyorodi[12]，W. W. Meng 和 Lin Yu[13]，Lin Yu[14]则将之推广到 Orlicz-Hardy 空间。 

本文旨在利用鞅变换刻画弱 Orlicz-Hardy 鞅空间之间的相互关系，构造性地证明了如下结论：对于任意的

两个 Young 函数 ，且 (见定义 1)，则弱 Orlicz-Hardy 空间1 2 2,   1  2 1
wH 中的鞅是 中鞅的鞅变换；

反过来，弱 Orlicz-Hardy 鞅空间 中的鞅也是
2

wH

2
wH 1

wH 中元素的鞅变换。 

2. 概念及引理 

设  , , F P 是完备的概率空间，设 是; 1nF n  F 的非降子 代数序列，  ; 1nf f n  是关于 适
应的实值鞅， 是其鞅差序列，其中

; 1nF n 

 1ndf n ; df 1nn nf fdf   ， ，并且规定 ， 。定义鞅

的条件均方函数如下： 

1n 0 0f  F  ,0 

   
1 2

2

1
1

|
n

n k
k

s f E df F 


   
 
 k ，    

1
sup n
n

s f s


 f 。 

设  x 是定义在  上的 Young 函数，即满足条件 0,

   
0

d , 0
x

x t t x   。 

其中  x 是左连续、非减函数，且 ， 0 0   lim
x

x


 。 

定义 的左连续逆函数为： t     inf :s t t s   ，并称    
0

d
x

x t t   为  x 的 Young 补函数。定

义 的上、下指标分别如下： 

 
 0

sup
t

t t
p

t








，

 
 0

inf
t

t t
q

t


 



。 

称 满足 条件(简记为 )，如果对于每个 2 2 1  ，存在常数C 使得   t C t    0t ， ，实际

上此条件等价于 的上指标有限，即 。此时， p    x 函数的逆函数  1 x 存在，且有下面的形式：

   d1

0

x
x m t t   ， ，其中 是一个减函数，且容易得到 0x  m t 

 
  1

1
, 0m t t

t 
 


。 

对于任意的 Young 函数  x ，考虑定义在完备概率空间  , ,F P 上的可测函数类： 

 : 0, 1, 0
t

wL f c P f t t
c

            
  

， 

并且定义其上的 Luxemburg 拟范数如下： 

 inf 0 : 0, 1, 0
wL

t
f c c P f t t

c

             
  

。 

称 为弱 Orlicz 空间。特别地，若wL   pt t  ，则 pwL wL  。与经典的 Orlicz 空间相比，严格的包含关

系 成立。一般情况下， 是拟赋范空间且是序列完备的。 L wL   wL

定义鞅的弱 Orlicz-Hardy 空间如下： 

    ; 1 :n wH wL
wH f f n f s f

 
        
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注 2.1：若
wL

f

 ，则显然有  

0
sup 1
t

wL

t
P f t

f




 
  
 
 

 。 

我们在[14]中对 Young 函数引入了如下偏序关系，并得到一些后续讨论中所必需的性质。 

定义 2.1[14]：设 是两个 Young 函数，若1 2 2,      1
1,2 1 2x x    是凸函数，则称 是比2 1 更加凸

的，并记作 。 1 2  
本文以下总假设 是两个 Young 函数，且分别具有有限的上指标

11  2 p ，
2
和下指标

1
，

2
p q q ；分

别有密度函数 1 ， 2 ，使 得   
0

d
x

i ix t xt   。记  1,2 1  2
1x x 的 Young 补函  ， ，0  21,i  数为

 x 。 1,2 2p

注 2.2：设 1  1p   2
2

px x ， 11 p px x   2  则   ， ， 1
1,2

px x  是凸函数， 1 2  。 

2 1

即

引理 2. 21 [14] ：设 1 2,   是两个 Young 函数，  ， 上指标 指标且分别具有有限的
1

p ，p 和下
2 1

q ，

。则
2

q  2  1
1 21, x x   的上指标 有限，且

1,2
p 有 2 2

1,2

1 1
p q

p p
p

 


 

  。 

2.3：注 既然  1,2 x 仍然是 Young 函数，所以下文中分别以  1,2 x 和  1,2 x 记作  1,2 x 和它的 Young 补

函数  1,2 x 的密度函数， 有    1,2 1,20
d

x
即分别 x t t   ， 1,2  10

x  d,2x t t 。  

   1,2 2 1注 2.4：据引理 1.1 知  1,2 x 1 1x x   的上指标有限，因此其逆函数 存在，且有 

。 

因

   
1,2

1
1,2 0

d 0
x

x m t t x
  

 1,2 x 凸，故其逆  1
1,2 x 是凹函数，则  m x1,2  

 单调不增，且
1,2 1

1,21,2

1
m x

x



。 

引理 2.2[6]：(弱型 Minkowski 不等式)。设 Young 函数

 

2 ，则存在常 ，使得 数 K 1 

  , ,
wL wL wL

f g K f g f g w
  

L      。 

3. 主要结论及其证明 

引 即 ，该不等 义。 

引理 3.1：设 ， 是两个 Young 函数，且

首先证明一个 理， 广义弱型 Hӧlder 不等式 式具有独立的意

1 2 1 2  。则对任意的鞅
2

f wL ， ，成立不等

式 
1 1,2

g wL  

11 2

鞅
2

1 1,2
2

wL wL wL
f g K f g

     


。                           (1) 

证明：对任意的 f wL ， ，
1 1,2

g wL   若
2 1 1,2

0
wL wL 

f g
 
  然成


，则(1)显 立。所以，以下设

2 1 1,2
0

wL wL
f g

  
 


，

1 1,2
wL

g B
 




。为了方便，记
2

wL
f A


 。因为 1,2 是凸函数 的 Young 补函数，故

由 Young 不等式得 

1,2

1
1 2 1,2

f g f g

A B A
  

     
 B

 


  
  

据弱型 Minkowski 不等式及拟范数



1
wL
 的齐次性得 

1

1

1

1
1 2 1,2

wL

1
wL

f g f g
K

A B A B







                    

                      (2) 
wL

因
2

0
wL

f


  ，则A   2 1
t

P
 
  0f t

A
  

 
， t  。因 1 ， 2 均为   0, 0,    的双射，所以，
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对任意的 ，存在相应的 ，使得0s  0t     1 2s t A   。于是，对任意的 ，有 0s 

        
         1

1
1 1 2 1 2 1

1 2 2 2

( )s P f A s s P s

t
s P f A t A P f

A

     

       
 


 

由此证明

f A

t

 

 



 

了

1

1,2 1
wL

g

B


 
  

 
1

1 2
1

wL

f

A
  

   
 

 。同理可证，1



 ，以此代入 即得(1)。 

定理 3.1：设 Y ，且

(2)

1 2,  2 是两个 oung 函数 1 2  ，对任意的鞅  
1

; 1n wH nf f

i

，定义鞅变换： 

，a.e.，   
1,2

1

n

n i
i

Tf m s f df


 Tf n 1 。 00 ，

则鞅 立    
2

;nTf Tf n  ，且1 wH
2 1

 成
2

1
2 1H wL

s f f
 

   

证明：约定 ，有

w wH
Tf 。

 0 0s f  ，则 i 1      2 2 2
1 1|i i i iE df F s f s f   ，且 

           1,2 1,2

2 2 22 2
1 1 1| | |i i i i i i i iE F E m s f df F m s f E df F        

于是，对任意的 ，有 

d Tf

1n 

            1,21 1
1 1

n i i i i i
i i

22 2 2 2|
n n

s Tf E d Tf F m s f s f s f    。 

根据序列

  
 

  ns f 的非负不减性和函数 的非负不增性，对任意 ，有 

1

 
1,2

m x 1i 

       
                 
                   
  

        
           

1,2

1,2 1,2

1,2 1,2 1,2

1

1,2 1,2 1,21

1

1,2 1,2 1,2 1,2

2 2 2
1

1 1

1 1

0 0

0 0 0

d d d

d d d

i i i

i

i i i

i i i

i i i i i i

i i i i i i i

s f s f s f

s f

s f s f s f

m s f s f s f

m s f s f s f m s f s f s f

m s f s f s f m s f s f m s f s f

m m m

m m m m

     

      







 

   

    

  

   



   

   

  

  

  

  
  

           
      

1

0

1 1 1 1
1,2 1,2 1 1,2 1,2 1

2 21
1,2 1

dis f

i i i i

i i

s f s f s f s f

s f1
1,2 s f



   
 




           

  



 



从而，对任意的 ，有 

2
。 

，

1n 

              2 22 1 1 1
1,2 1,2 1

n

n i is Tf s f s f s f  
      1,2

1
n

i

于是     1
1,2s Tf s f  ，故  

1
wL

s f

 。根据拟范数的齐次性，不妨设  

1

1
wL

s f

，a.e.，因

1
f wH ，

则 

      
  

1

1 1
0 0

sup sup 1
t t

wL

t
t P s f t P s f t

s f 

 
      
  
 

。 

因 ， 均为 的双射，故对任意的1 2    0, 0,    0,s  ，存在  0,t  ，使得    1 2t s   。于是 

                   
          

1 1
2 1,2 2 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 

s P s f s s P s f s s P s f s

t P s f t P s f t

             

      


 

t  
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  
2

1
1,2 s f wL

  ，且     
12

1
1,2 wLwL

s f s f


  。又因 这说明

  
  

  
   

2 2

1
2 21 1

1,2 1,2

1

wL wL

t t
P s Tf t P s f t

s f s f
 


 

   
                
   

 1,2  

故       
2 12

1
1,2wL wLwL

s Tf s f s f
 

   ，此即 

  
2 2

2 1wH wL  1

1

wH
Tf s f f



     

定理 3.2：设 ， 与鞅1 2 f ， 如定理 1 中所定义，则有 Tf

   1 2
1

1 1,2

1
1,2 1,2

1

2 2 wH wH

wL

f Tf
K s f  

 










。 

证明：约定 ，则 1i  ，有 0 0s Tf       2 2 2
1 1|i i i iE dTf F s Tf s Tf   。因为，

  
1,2

i
i

df
m s f

 idTf ， 1i  。

(若   
1,2 im s f 0 ，则先以   f

1,2 im s   替代   
1,2 im s f ，最后再令 0  即可)于是，运用 Abel 重排得 

      
   

           

               

1,2

1,2

2

22
1 1

1 1

2 2
1 2 2 2 1

1 1,2 1,22
1 1

1
2 2 1 2 2 1 2 1

1,2 1,2 1,2 1,2 1
1

i i
i




1,2 1,2

|
n n

i
n i i i

i i i

n n
i i

i i i
i ii

n

n i i

dTf
s f E df F E F

m s f

s Tf s Tf
s Tf s Tf s f

m s f

s Tf s f s Tf s f s f



  

 
  

 


 


  

  
   
  
   


    

         

 

 



 

注意到， 及 均为非负、单调不减序列，从而 



  
0n n

s Tf


   1
1,2 1,2 0n n

s f 




                 
     

1
2 2 2 1 2 2 1 2 1

1,2 1,2 1,2 1,2 1 1,2 1,2
1

2 2 1
1,2 1,22

n

n n n n i i
i

n n

s f s Tf s f s Tf s f s f

s Tf s f

  




 






         

  


 

于是得到 

      2 1 ,ns f f

既然，

1,2 1,22 0n ns Tf s n    。 

      1
1,2 1,2

0
2 n n

n
s Tf s f 


  是一个非负不减且关于 1 0n n

F  
适应的序列，从而 

           1 1
1,2 1,2 1,2 1,2lim 2 2n n

n
s Tf s f s Tf s f  


      

进而，由引理 3.1 得 

     
     

   

1 1

1
2 1 1,2

1 2 1 1,2

1
1,2 1,2

1
1,2 1,2

1
1,2 1,2

2

2 2

2 2

wH wL

wL wL

wH wL

f s Tf s f

K s Tf s f

K Tf s f







 

  

  









  

  

  





 

于是

注 3.1：据引理 2.1，知

结论得证。 

1,2 具有有限的上指标 ，且 
1,2

p

      1,2 11 1,2

1
1,2 1,2 max 1, 1

wHwL
s f p f

 


  


。 
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事实上，因为 

   
      
     
   

1,2

1,2

1,2

1
1,2 1,2 1,2

1
1,2 1,2 1,2 1,2

1
1,2 1,2

1

1

1

s f

p s

p s f

p s f



 











 

   

   

 




 

f

而 ，即   1 1s f w  L ，于是 
1

f wH

         1,2
1 1

1
1 1,2 1,2 1,2 1 1

wL wL
s f p s f 

        。 

另一方面，容易验证 

             1,2 1,2 1,2 111
1 11 max 1, 1 max 1, 1

wHwLwL
p s f p s f p f

          

进而得 

                1,2 1,2 111 1,2
1,2 1 1,2 1,2 1,2

wL  1

1 1
1,2 1 1 max 1, 1

wHwL wL
s f s f p s f p f 



 
           。 

和定理 3.2

是两个 Youn

综合定理 3.1 ，立即可得如下结论： 

推论 3.1：设 1, g 函数，且2 2  1 2  ，    1
1 21,2 x x  ， 1,2 是 1,2 的 Young  补

函数。则对任意的鞅 n 
1

; 1f f n wH   ，存在鞅  
2

; 1ng g n wH   ，使得 f 是 g 的鞅变换。即 

，a.e.，0 0f  1
1

n i
i

n

if T dg


  ， n  。 

其中， ，并且有 

1

  1
1,2 1,2 1i iT s 

  f  1,2,i  

  1,21 1,2 1
max 1, 1

wL wH
T p f

    


  
2 12

2 wHwL
f f1

1wH
g s，

 
   。 

注 ：此结论表明，对于任意的 Young 函数 1 2

 

3.2 2 ， 且 1 2 ，   Orlicz-Hardy 空间
1

wH，则弱  中的

鞅是
2

wH 中鞅的鞅变换；反之，弱 Orlicz-Hardy 鞅空间
2

wH 中的鞅也是
1

wH 中元素的鞅变换。这样，不仅

将原有的关于强型 Hardy 鞅空间和强型 Orlicz-Hardy 鞅空间上的相关结论推广到弱型 Orlicz-Hardy 鞅空间上来，

而且还得到了鞅变换算子的与原有的范数不等式相对应的若干拟范数不等式。所以，对于鞅论的研究而言，由

强型鞅空间拓展到弱型鞅空间，由鞅的范数不等式拓展到鞅的拟范数不等式有一定的意义。 

Bounded operators on weak Hardy spaces and applications. Acta Mathematica Hungarica, 1998, 80(3): 249-264. 

 Ap-

ngs between weak Orlicz martingale spaces. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 2011, 378(1): 220-229. 
 2010, 

r. Martingale transforms. The Annals of Mathematical Statistics, 1966, 37: 1494-1504. 
ing: W. A. Berrja-

 04. 
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