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Abstract: In this paper, we introduce Benz theorem that is established without the condition “Y is strictly 
convex and ”. Then the main theorem holds mainly by changing the type of space in [1] and 
weakening the conditions of the theorem in 2-normed space and in n-normed space. And the theorem 2.1 in [1] 
can be used as the corollary of theorem 2.3 in this paper. 
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摘  要：本文首先介绍了 定理在去掉了“Y 是严格凸的和 ”两个条件仍然成立[1]。其后

我们通过改变文献[1]中的空间类型，弱化了定理中的条件，得到在 2-范空间和 n-范空间结论仍然成立，

并且使得文献[1]中定理 2.1 成为本文定理 2.3 的推论。 

Benz dim 2X 

 

关键词：Be 定理； 2nz 等距；AOPP； 问题 Aleksandrov

1. 引言 

在 1970 年，Al 首次介绍了 DOPP 问题，即 问题[2,3](假设 为实赋范空间，一个映

射 ，若T 保某一个距离，是否得到T 为等距算子？)。在 1983 年，T [4]给出了一系列关于 DOPP

和 SDOPP 映射下如果 和

eksandrov

f 1

Aleksandrov YX ,

s:T X Y . Rassia

f  是保某一距离的，则也可以是等距的结果。在 1985 年， [5]给出了当 是

实范线性空间且“Y 是严格凸的和 ”的条件下得到的等距的结果。下面简单介绍下 的一个主要

定理： 

Benz YX ,

dim X  2 Benz

定理 1.1[6]：令 ,X Y 为实赋范线性空间，映射 ，其中 di 并且Y 是严格凸的，假设:f X Y m 2X  0  是

某一个固定的实数， 是一个固定的正整数。对于任意的1N  ,x y X ， x y Tx Ty     ，

x y N Tx Ty N     ，则T 为等距算子，即 ,x y X  , Tx Ty x y   ，而且 为仿射。 T

从上述定理我们可以得到算子T 保两个距离  和 N 。Mazu 定理指出，设r-Ulam ,X Y 为实的赋范空间，若
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T 为从 X 到Y 的满等距算子，则T 一定是仿射。此后，等距问题成为泛函分析研究的热门课题，主要是弱化定

理的条件，得到重要的结论。本文推广了[1]中的定理，下面介绍下文献[1]中的主要定理： 

定理 1.2[1]：令 X 和Y 是两个赋范空间， :f X Y 是一个满射，并且满足 

1) 1x y  则    f x f y x y   ； 

   2) x y   则 f x f y  

Benz

。那么 是一个等距。 f

在定理 1.2 中我们去掉了 的定理中的条件“Y 是严格凸的和 ”得到在赋范空间上

问题的成立。本文通过用赋

dim 2X  Aleksandrov

2 范空间替换赋范空间，弱化了定理中的条件，从而得到了较强的结论。我们为了

引出我们的定理，首先介绍一些将在证明过程中出现的基本概念。 

定义 1.3[7]：如果 X 为一实赋范线性空间，并且 2, : X R   ,则  2 , ,X   称为一个 范空间，如果满足： 2

1) , 0x y   x 和 是线性相关的； y

2) , ,x y y x ； 

3) , ,x y x  y ； 

4) , , ,x y z x y x z   。 

对于 R  和 , ,x y z X 。并且 ,  称为 X 上的 2 范数。 

定义 1.4[8]：如果 X 是实线性空间， dim X n 并且 , , : nX R      ,则  , , ,X      称为 范空间如果满足： n 
1) 1, , 0nx x    1, , nx x   是线性相关的； 

2) 
11, , , ,

nn j jx x x x       对于 的每一个分量1, ,n     1, , nj j   ； 

3) 1 1, , , ,n nx x x    x ； 

4) 2 2 2, , , , , , , , ,n n ny x x x x x y x x         对于 R  和 , ,x y z X ，并且 , ,     称为 X 上的 n 范。 x

定义 1.5[9]：如果 ,X Y 为 范空间，并且映射2 :f X Y 我们称 f 是 2 等距如果对于 , ,x y z X  有 

       , ,x z y z f x f y f y f z      

AOPP(area one preserving property)：令 , ,x y z X 并且 , 1x z y z   ，则 

       , 1f x f y f y f z   。 

我们称 为 映射如果存在 ，对于f  2-Lipschitz 0k  , ,x y z X  ,使得 

       , ,z f f y f x k z x y   x x ，最小的 称为k  2 Lipschitz 常数。 f

定义 1.6[8]：如果 ,X Y 为线性 范空间，并且n  :f X Y ，对于 0 1, , , nx x x X   ,我们称 f 为 等距，如

果 

n 

       1 0 0 1 0 0, , , ,nx nx x x f x f x f x f x        nDOPP(n-distance one preserving property)： 

对于 0 1, , , nx x x X   并且 1 0 0, , 1nx x x x    ，则        1 0 0, , 1nf x f x f x f x     。 

我们称 f 为 映射如果 ，对于n-Lipschitz 0k  0 1, , , nx x x X   ,使得 

       1 0 0 1 0, , , ,n n 0f x f x f x f x k x x x x        

这里最小的 称为 常数。 k n-Lipschitz

2. 主要结果 

在这一部分，我们将给出主要的定理，主要用到了[1]和[6]里的方法。 

引理 2.1[7]：对于 ，如果 b 和 是线性相关的，即 c,b c X c b 对于某些 0  ，则对于 ，有a X 

, , ,a b c a b a c   。 
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引理 2.2[7]：对于 和 ，r R  ,a b X  , ,a b a b ra  。 

定理 2.3：令 ,X Y 是 范空间并且 是满射并且满足： 2 :f X Y
1) , 1x y p q   ，则        , ,f x f y f p f q x y p q     。 

2) ,x y p q    ,则        ,f x f y f p f q    。 

对于 , , ,x y p q X  。并且得到 是 等距。 f 2

证明：a) 首先，我们证明对于 , , ,x y p q X  ，都有 

       , ,f x f y f p f q x y p q      

令 ,
m

x y p q
n

   ，如果 1m  ，结果是显然的。 

我们假设 时， 2m 

定义  i

i
q q p q

m
   ，   0,1, 2, ,i m 

则  1

1
i iq q p q

m    ，   
1

1

m

i i
i o

p q q q





  

可得 

 1

1 1
, , ,i ix y q q x y p q x y p q

m m

1
        

n
，  0,1, 2, , 1i m   

               
1 1

1 1
0 0

, ,
m m

i i i i
i i

m
f x f y f p f q f x f y f q f q x y q q

n

 

 
 

         ,   

由引理 2.1，可得 

1

1
0

, ,
m

i i
i

x y p q x y q q





     ， 

因此 

       , ,f x f y f p f q x y p q     。 

b) 我们证明 保距离f  。 

我们假设 ,x y p q    ，则存在 ,m n N ，并且
m

n
  ，由(a)，我们得到 

       , ,f x f y f p f q x y p q      

由条件(2) 

       , ,f x f y f p f q x y p q      

因此 

       , ,f x f y f p f q x y p q        

c) 证明当 ,x y p q    有 

       , ,f x f y f p f q x y p q     。 

对于 0  ，一定存在 使得,m n N
m

n
  ，由(a)， 
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       , ,f x f y f p f q x y p q      

假设        , ,f x f y f p f q x y p q     ，令 
,

z x y x
x y p q

   
 

，因此 

,z x p q    ， , ,z y p q x y p q       

则由(b)和(a) 

                       , , ,

, ,

f z f x f p f q f z f y f p f q f x f y f p f q

x y p q x y p q



 

        

       
 

得出矛盾，也就是说        , ,f x f y f p f q x y p q     。 

d) 我们证明 f 保距离
2

n 。 

令 ,
2

n
x z p q    ，由(a)，则        ,

2

n
f x f z f p f q    ， 

令      
       2 ,

f z f x
u f x

f z f x f p f q

 
 

 
，存在 v X ，由于 f 是满射，可得  f v u ，那么 

     ,
2

u f x f p f q
     。 

由(2)我们得 ,v x p q    。由(c)， 

     , ,
2

v x p q u f x f p f q


       

那么        , 1
2

u f z f p f q n


    。 

否则如果       , 1
2

u f z f p f q n


    ，也就是说          , 1
2

f v f z f p f q n


    。 

我们可以找到一列 ， ，使得iv X  1,2, , 1i n   0 1, nv v v z  ，由 f 是满射，存在 ，则 iv X

          , 0,1, 2, , 1
1i

i
f v f v f z f v i n

n
    


 ， 

由于         1

1

1i if v f v f z f v
n  


，并且    1i if v f v 
2n

共线，因此 

        1
0

i i
i

f v f z f v f v 


    

由引理 2.1 

                 2

1
0

1
, ,

2

n

i i
i

n
f v f z f p f q f v f v f p f q







       

因此        1 ,
2i if v f v f p f q
     ，由条件(2)，因此 

 1, 0,1, 2,i iv v p q i n    , 1 ，由(c) 

       1 1, ,
2i i i iv v p q f v f v f p f q


        0,1,2, , 1i n   

也就是说 

   1 1 1

1 1
0 1 0

1
, , ,

2 2

n n n

i i i i
i i i

n
v z p q v v p q v v p q

 
  

 
  


             
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由(c)， 

             , , ,
2

v x p q f v f x f p f q u f x f p f q


         。 

而且
1

, , ,
2 2 2

n n
x z p q x v p q v z p q

  
           与 ,

2

n
x z p q    矛盾，并且 

         
       

            
1

2 , 2

f z f x
u f z f x f z f x f z

,f z f x f p f q f z f x f p f q

  
            

 

那么 

             
       

       

, , 1
2 ,

,
2

u f z f p f q f x f z f p f q
f z f x f p f q

f x f z f p f q





 
         

   

 

因此                1 , ,
2 2

n u f z f p f q f z f x f p f q
 

        ，也就是说 

       ,
2

f z f x f p f q n


   。 

e) 下面证明 f 是 X 到Y 的等距。即 

       , ,f x f y f p f q x y p q     。 

对于 , , ,x y p q X  , 0  ，存在正整数 ，使得n ,
2

x y p q n


   。对于
2

n


，存在 ，并且,m n N
2

m
n

n


 ，

由(a)，我们得到 

       , ,f x f y f p f q x y p q      

假设        , ,f x f y f p f q x y p q     。令  2
,

n

z x y x
x y p q


  

 
。 

因此 ,
2

n
z x p q    ， , ,

2
z y p q n x y p q


      。 

由(d)， 

       , ,
2

f z f x f p f q z x p q n


       

由(c)和假设 

                       , , ,
2

, ,
2 2

n
f z f x f p f q f z f y f p f q f x f y f p f q

n x y p q x y p q n



 

        

       
 

因此得出矛盾，即 

       , ,f x f y f p f q x y p q     。 

定理 2.4：如果 是两个 范空间，映射YX , 2 :f X Y 满足 GAOPP，对于 , , ,x y p q X   

1) 当 ,x y p q  1时，有 
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       , ,f x f y f p f q x y p q     ； 

2) 当 ,x y p q n   时，有 

       ,f x f y f p f q n   。 

则 f 是 X 到Y 的 等距。 2 

证明：a) 首先我们证明当 , 1x y p q   时，        , ,f x f y f p f q x y p q     。 

假设        , ,f x f y f p f q x y p q     ， 

令
,

y x
z x

y x p q


 

 
，因此 , 1z x p q   ， , 1 ,z y p q x y p q 1       。 

由 GAOPP，        ,f z f x f p f q  1 ，则我们得到 

                       1 , , ,

1 , , 1

f z f x f p f q f z f y f p f q f x f y f p f q

x y p q x y p q

        

       
。 

我们得出矛盾，因此        , ,f x f y f p f q x y p q     。 

b) 对于 , , ,x y p q X  ,当 ,x y p q  1，存在正整数 ，使得n , 1n x y p q n     。 

令
,

y x
z x n

y x p q


 

 
，则 ,z x p q n   ， , ,z y p q x y p q n 1       。 

由于 满足 GAOPP，并且由定理 2.3 的条件(2)和证明(a)，因此 f

       ,f z f x f p f q  n ，        , ,f z f y f p f q z y p q      

也即是 

               , ,

, , ,

f z f x f p f q f z f y f p f q

n z y p q n x y p q n x y p q

    

           
 

则        , ,f x f y f p f q x y p q     。 

c) 我们证明        , ,f x f y f p f q x y p q     。 

假设 

       , ,f x f y f p f q x y p q     ， 

令  1 1
,

y x
z x n

y x p q


  

 
， 

因此 1 , 1z x p q n    ， 1 , 1 ,z y p q n x y p q       1， 

则 

       
               

1

1

1 ,

, ,

1 , , 1

n f z f x f p f q

f z f y f p f q f y f x f p f q

n x y p q x y p q n

   

     

         

 

因此得出矛盾，则 

       , ,f x f y f p f q x y p q     。 

推论 2.5：如果 ,X Y 是线性 范空间，映射n  :f X Y 是满射，对于 0 1, , , nx x x X   满足： 

1) 当 1 0 0, , 1nx x x x    ，则 
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       1 0 0 1 0, , , ,n n 0f x f x f x f x x x x x        ； 

2) 当 1 0 0, , nx x x x     ，则 

       1 0 0, , nf x f x f x f x     。 

那么 f 是 等距。 n 

推论 2.6：如果 ,X Y 是 n 范空间，映射 :f X Y 满足 nDOPP，对于 0 1, , , nx x x X   ，满足： 

1) 当 1 0 0, , 1nx x x x    ，则 

       1 0 0 1 0, , , ,n n 0f x f x f x f x x x x x        ； 

2) 当 1 0 0, , nx x x x    m 时，则 

       1 0 0, , nf x f x f x f x m    。 

则 f 是 等距。 n 
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