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Abstract: This paper is devoted to the existence results for the one dimensional wave equation with x-de- 
pendent coefficients when resonance occurs at the eigenvalue Nr . By using the Mawhin’s continuation theo- 

rem, the authors get a result which is similar to the literature. 
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摘  要：本文研究了系数依赖于 x 的一维波方程当共振发生在特征值 rN 处的解的存在性，主要利用

Mawhin 连续性定理，进而得到了一个类似于文学性的结果。 
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1. 引言 

目前有许多关于常系数非线性波方程的文章，例如[1,2,4-8]，同时也有很多研究线性部分存在共振的非线性

偏微分方程可解性的文献，例如[3,9-11]等等。Solimini 在[3]中讨论了椭圆型偏微分方程，其中对给定的 k ， k
是平凡的。作者利用奇点定理和拓扑度得到结果。在文献[9]中，Iannacci 和 Nkashama 研究了一般算子方程的共

振问题，他们得到了一些很一般的抽象结果，这些结果满足共振发生在特征值 Nr 处且非线性项处于两个连续特

征值之间时已知的存在性定理。其中 , t 的 Landesman-Lazer 型条件在[9-11]中都起了重要的作用。h x  

与常系数非线性微分方程相比，关于变系数非线性微分方程的文献就相对较少，例如文献[12-14]等等。在

[14]中，Barbu 和 Pavel 研究了系数依赖于 x 的一维非线性波方程： 

          , 0,π ,   ,tt x x
x u x u g u h x t x t     R                          (1) 

周期条件 

         ,0 , , ,0 , 0,π ,t tu x u x T u x u x T x                           (2) 
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Dirichlet 型边值条件 

   0, π, 0,   u t u t t R.                                       (3) 

其中  x 和T 满足假设： 

 1H  ，当 时   2 0,πx H   0,πx   0x s   ， s R ，且  0  inf 0ess x   ，其中 
2

  1 1

2 4
x

 
 
  

   
 

。 

 2H  2π
p

T
q

 ，其中 ， 为互素的正整数。 p q

设 ，记 为 Lebesgue 空间，即绝对值的 次幂是 Lebesgue 可积的实值可

测函数空间。 

  0,π 0,T      1pL p    p

       2 2 , 1mH v L D v L m m         , 2  

为一般的 Sobolev 空间，范数为 

   
 2

1

22
1,2mH L

m

v D u m


 



 
   
 
 。 

在  g u 的一些假设条件下，利用次微分作者得到问题(1)~(3)至少有一个弱解。Kim 和 Pavel 在文献[12]中研

究了常系数及系数依赖于 x 的二维波方程弱周期解的存在性及正则性，其边界条件是齐次 Dirichlet 型和

Neumann-Dirichlet 型。在[13]中，他们又合作讨论了方程(1)和(2)在非齐次 Neumann-Dirichlet 型边界条件 

         0 0, ,  π, 0,  0,xu t t u t t T                                 (4) 

下的T 周期解。 

本文在上述文章的启发下，讨论一类系数依赖于 x 且共振发生在特征值 Nr 处的一维非线性波方程解的存在

性，方程为 

          
       

         

, ,

0 0, 0, π, 0 0,

,0 , , ,0 , 0,π .

tt x Nx

x

t t

x u x u r x u h x t x t

u t u t t T

u x u x T u x u x T x

  



   
   
  

,

,







                           (5) 

其中 ， ，  0,π 0,T    2h L   x 满足  1H 且对T 有假设： 

 3H  
 π 2 1

,   ,
k

T k
p


p N  。 

本文得到的结论是方程(5)在假设条件下，至少存在一个解。为了证明这个结论，首先讨论方程线性部分的

性质。 

2. 方程线性部分的性质 

考虑系数依赖于 x 的一维波方程： 

          
       

         

, ,   , ,

0 0, 0,             π, 0,  0,

,0 , , ,0 , ,   0,π .

tt x x

x

t t

x u x u x h x t x t

u t u t t T

u x u x T u x u x T x

  



  
   
  

,





                        (6) 
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若对  2
πv C   ，有 

           d d , , d dtt x x
u x v x v x t x h x t v x t x  

 
   t                 (7) 

则称 为 的弱解，其中  2u L  (6)

       
          

2 2
π ; 0, π, 0,

,0 , , ,0 , , , ,

x

t t

C v C v t v t

v x v x T v x v x T x t

     

  

,

 

在 中稠密。  2L 

令 ，       2 2; 7D L u L h L      使得（ ）成立
2定义       : ,  ,  L D L L Lu h u D L   

即 当且仅当 Lu h

             2
πd d , , d d ,tt x x

u x v x v x t x h x t v x t x t v C  
 

     。  

此算子称为弱解算子，显然 在 上可逆，其逆L  R L 1L 为弱解算子。 

定义内积 ,  为 

       2
1 2 1 2 1 2, , , d d ;  ,h h x h x t h x t x t h h L


  ,  

其中 2h 为 的共轭。此内积对应的范数为 2h

     22 2, d d ;h x h x t x t h L


  。



 

在 中，特征函数系 构成正交系统，其中 2L  ; ,n m n N m Z     1,2,3,N   ， Z 为整数集， 

  1 2 π 2
e ,  ,

2 1
mi t

m m

m mp
t m

T kT
   


 Z ， 

n 和 n 为 Sturm-Liouville 问题 

     2
 , 0 π 0,  .n n n n n n N           

的特征函数和特征值，我们知道当 时，n   n  ，且  1
2 1

2n nn     

其中当 时，n   n  。记 

               , d d ,mn n m mn n mu x u x t x t x t h x h x t x t     
 

   d dx t  

分别为 

       
, ,

mn n m mn n m
m Z n N m Z n N

u u x t h h x   
   

   t  

 

在 中的 Fourier 系数。将 2L     n mu x  t 代入 (7) 式，由 Parseval 公式
22

,
mn

m Z n N

u u
 

  ，

22

mn
,m Z n N

h h
 
 ，得 ，关于算子 有下面的一些性质[13]。  2 2

n m mn mnLu h u h     L

引理 1 在 中是自伴的， L  2L 

        2 ; 0 Span ; ,n m mn n m n mR L h L h m Z n N N L               当 时， 且  

是闭的， 
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   Span ; ,n m n mN L m Z n N      且   

为有限维。 连续紧，且有    1 :L R L R L 

   21

1

LH
L h C h


 ，  2

1

LL
L h C h



 ， 

21 1,L h h h   ，    21, ,  ,  Lu u Lu h R L u D L    ， 

其中  2 2 2 2inf ;m n m n       。 

此引理 1 已经在[13]推论 2.1 中证明。 

3. 结论的证明 

由引理 1 知算子 的谱 为纯点谱，即任意的L  L  r L ， 0r  是有限重特征值， 

   2 2 ,n mL r N    n m Z 无有限聚点，我们可以将他们罗列出来： 2 1 0 1 20r r r r r        。 

记 jP 为到 的正交投影， 有下面的谱替换 r jN L I L j j
j

L  r P 。 

在任何赋范空间里，用 记强收敛，若    2 2:F L L   是一个正的非线性算子，如果 

   2, 0,Fu Fv u v u v L    、  

则称 F 在 是单调的。  2L 

令 ，对任意N Z  u D L ，记      0u u x u x u x     

若 的 Fourier 展式为u j
j

u P  u  

则 

0,  ,  j N j
j N j N

u P u u P u u P
 

    u ， 

且记 。 0u u u  

显然 。记 0
Nu N L r I    : j

j N

H u D L u P u


 
  
 

 为  D L 的子空间，使得 。 u H 

定理1. 设 使 ，  p L  . .a e  ,x t 

   1
10 , N Nx p x t r r r
     

且对任意 ， ，  1Nw N L r I  0w 

        1 2, , d dx r x p x t w x t x t 


0  。                         (8) 

则存在常数 使得对任意的 ,p   0  u D L 有 

      21 0,  p ND u Lu r p u u u u u        。 

证明：由   0u u 与 u 的正交性及  0
Nu N L r  可得 

   1 1, , , ,p N ND u Lu r u pu u Lu u r u u p u u u u             0 0 ， 

因为在  0,π 上   0x s   且对 . .a e  ,x t ，  ,p x t 非负，故上式中的最后一项非负，所以 

  1 , ,p N ND u Lu r u pu u Lu u r u u        , 。 

由 Parseval-Steklov 恒等式得 
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    2 2 2

1 1 1 1

, , minN N j j j N j j N
j N j N j N j N

r u u Lu u r P u r P u r r P u r r P u
       

         
2

j j  

故可得
2

1, ,Nr u u Lu u u  ，其中 1 1N Nr r   。 

下面证明存在 使得  2 2 ,p    0

21
2,NLu r u pu u u        。                                 (9) 

因为 ，. .a e  ,x t     1
1, N Nx p x t r r r
   ，所以 

    21
1 1

1

, , , ,N N j
j N

Lu u r p u u Lu u r u u r r P u
 

 

             N j ， 

故   21
1

1

,N j N
j N

Lu r u pu u r r P u


 

       j ，因此 1 ,NLu r u pu u 0      w，当且仅当u ，  1Nw N L r I 

时取等号，由(8)式得， 

1 , 0NLu r u pu u u         0 。 

假设(9)式不成立，则存在序列   ku H D L   使得对任意 k N ， 1ku  且 1 1,NLu r u pu u k       。 

记  1N 1H N L r I H    ，其中 为有限维特征空间， 1NN L r I  1H 是 H 中  1NN L r I 的正交空间。显然

，其中 ， ，故当 时，在k k kv w N L u w  1k Nr  I 1kv H  k   H 中 。由 为有限维的及 0vk   NN L r 1I
2 2

1 k k ku w v  
2
得存在 kw 的子列，仍记为 kw ，  1kw w N L r I   N 且 1w  。从而 

 
     

1 1 1 1

21 1
1 2 1

, , 2 ,

, 2 , ,

k N k k k k N k k k N k k k N k k k

N N k k N k k N N k

k Lu r u pu u Lw r w pw w r p w v Lv r v pv v

r r p w w r p w v r r v

  

 

    

 
  

          

      

    1 ,

w

 

由于当 时， ， ，故k   0kv  kw          1 2
10 ,N N , d dx r r x p x t w x t x 


   t ，又由于

，. .a e  ,x t   1   1, N Nx p x  t r  r r ，故 

        1 20 , , d dx r x p x t w x t x 


  t



， 

其中 ，再由(8)式得 ，与 1Nw N L r I  0w  1w  矛盾，所以不等式 得证。选取 ，又

由

(9)  1 2min , 0   
2 2 2

u u u    ，定理得证。 

我们将利用 Mawhin 连续性定理来证明本文的主要结论，为了方便，在这里作为引理给出[15]。 

引理 2. 设 X 和 为两个巴拿赫空间，Y  :L D L X Y  为具有零指标的 Fredholm 算子， X  为有界开

集，且 :N Y L 为 紧的， :A X Y 为 全连续的，如果下面的条件成立： L

1) ，   ker 0L A  
2) ， 。       , 0x D L    ,1  1 0Lx Ax Nx    

则 在Lx Nx  D L  内至少有一个解。 

定理 2.设 的定义与前面一致，设L  Nr L (  L 为 的谱)，则问题(5)等价于下面方程的可解性问题 L

1
NLu r u h                                           (10) 

则(10)至少有一个解。 

证明：设 

     2 2 1: ,  ,E L L u h      ， 

     2 2 1: ,  ,A L L u h      ， 

则方程(10)等价于 
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0NLu r u Eu                                         (11) 

在 上的可解问题。  D L

由引理 1 知道 是有限维的，则 为指标为零的线性 Fredholm 算子，且 和 N L L E A 在 的有界子集上

是 -紧的。由引理 2 知，如果对任意使得方程 

2 ( )L 
L

 1NLu r u Au Eu  0                                    (12) 

成立的  0,1  和 都有 u D L 0u k ，则方程(11)有解。 

根据定理 1，对任意使得方程(12)成立的  0,1  和  u D L ，均有 0u k 成立，故由引理 2，方程(10)至

少有一个解，也即方程(5)在假设条件下，至少有一个解。 
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