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Abstract: Considering a minimax problem to a two-person zero-sum dynamic game, we establish the total 
value function of game losses and gains in a stochastic game system. It could perform a minimax theorem. 
Moreover, we prove that minimax theorem is established by the stochastic space of their strategy spaces for 
the two-person zero-sum dynamic game under the law of motion. It is also established that the saddle value 
function exists under certain natural conditions so that the equilibrium point exists in this dynamic game sys- 
tem. A practical example could be employed to our framework in the context. 
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摘  要：考虑一个两人零和动态对局上的极小极大问题。我们将极小极大定理以一个随机对局系统建

立损失和获益的总值函数，并证明极小极大定理在某些条件下存在鞍值函数，导出这个动态对局系统

存在一平衡点。本文举一个简易的例子，说明协议的对局运作下，说明这个动态对局的架构与极小极

大定理的相互关系。 
 

关键词：极小极大定理；上下界数值函数；鞍值函数；动态对局 

1. 引言 

问题始自樊畿教授[1]提出一个两变量的实数值函数 :f X Y ，探求此两函数空间 X 及 Y 在甚么函数的

条件下  , f x y 能使下列 

   inf sup , supinf ,
x X x Xy Y y Y

f x y f x y
  

                                  (*) 

等号成立？他举了三个例子说明(*)成立的情形： 

1) X 与Y 为紧致 Hausdorff 空间(不设为线性空间)，且 :f X Y 为 X 上的下半连续 ，也为Y 上

的上半连续 ，则必存在ㄧ鞍点

 . . .l s c 
 . .u s .c  0 0,x y X Y  使(*)等式成立。 
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2) 若 X 为紧致 Hausdorf 而Y 为任意集合(无拓扑性与线性)，则 :f X Y 设为 X 上的下半连续，对任

意 y Y ，  ,f y 为 X 上凸似函数，而对任意 x X ，  ,f x  为Y 上的凹似函数，则(*)等式成立。 

3) 若 X 与Y 既无涉有拓扑亦不设有线性之任意集合，则(*)成立的充要条件可给任意 0  ，及两个有限个

点列  及 1

n

i i
x

1

m

j j
y


，此时若存在  0 0,x y X Y 使满足    0 , ,j if x y f x y0   或等价于 

     0 0 0, ,j i 0,f x y f x y f x y   。 

则(*)等式成立。满足上式之  0 0,x y 也称为 鞍点。 

在本文中，我们取 X 与Y 分别表示二个与局者 I 及 II 的随机选取的策略空间，以建立本文之动态对局系统。

我们要导出与局者 I 与 II 的条件之总期望值函数满足(*)。更进一层的，我们也可证明分式型之条件总期望值之

商可建立(*)知函数在分式型情形亦可成立。本文两人零和之动态对局的主要参考文献，有兴趣者可参考[2-8]，

其他非两人零和对局请参考[9-11]。 

2. 两人零和的动态对局系统 

两人零和之动态系统在离散时间 时，可用下面六种元素来表达： n N

  1, , , , , ,n n n n n nDG S A B t u v n N   

其中 表对局在当时的状况空间， nnS A 及 n 分别为 I 与 II 分别选取的作用策略空间 1nt  为从状况 nS 要移动

1nS  之变化的移动机率，u 及 nv 分别为与局者在时 N

B ， 到

间n n 的两个回报空间。 

在本文中 X 与 Y 分别为与局者 I 及 II 的随机选取的策略空间。为了数学分析理论说明的方便，我们将

等集合都设为可赋距空间，两人的回报函数也都设为有界 Borel 函数。在整篇论文中，X 与 Y 都设为

可列分的随机策略空间，其元素序列

, ,n n nS A B

 nx x X  及  ny y Y  都分别在 X，Y 中为可数稠密于 X 及 Y 的随机

变量，其元素定义在前述的 Borel 空间上之函数都属可积分。因此在形成动态对局之架构上，依 Fubini 定理积

分序可以变更。同时对于回报函数的有界性，在我们形成条件总期望值时，由优控极限定理，当 由1, 变

化历经无限时，期望值积分的极限 n 可移入被积分内函数来求得。为易于了解本文动态对局的历经过程，

我们可用历史性的变异由

n 2, , n


1,2,n  变化时 1 1H S 即为原始状况，而 2H 则为在 下与局者 I 作用1S 1A ，与局者 II

作用 ，然后状况由 依机率再变移到 ，依此形成对局过程就列之如下： 1B 1S 2S

1 1

2 1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 1 1 1

,

,

n n n n n n n n n

H S

H S A B S H A B S

H S A B S S A B S H A B S     


 

 




 

(这个对局的过程自 经历到无限) 1n 

当随机空间在 时回报函数皆设为有界，与局者表成 n N

: ,   :n n n n n n n nu H A B v H A B    

lim :n
n

u u H
   及 lim :n

n
v v H 

   

其中 是一随机变数在h H nH H 中对所有的 n N 。 

若以 ,
n nx yE E 及 表现当时条件期望值算子(operator)，则对于

1nt
E


   n nx x X X   ，    n ny y Y Y   该

对局系统就随着一机率测度  1xyP s 随机变数 h H ，在此动态对局系统的条件总期望值就表现成： 

        
  

1 1 2 1 11 1

1

; ,

, ,

n n n n nn n xy x y t x y t x yH

xy n

E u x y s u h P h s E E E E E E E E u s

E u x y s

 
 



  1n
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同样的对第二与局者(回报函数为 )则为： nv

        
  

1 1 2 1 11 1

1

; ,

, .

n n n n nn n xy x y t x y t x yH

xy n

E v x y s v h P h s E E E E E E E E v s

E v x y s

 
 



  1n
 

故由优限收敛定理及 Fubini 定理，对每一个  1 1, ns S x x X   及  ny y Y  ，我们可得总随机回报期望

值函数的极限为 

      
   

1 1 2 1 11 1

1

, lim , , lim

lim , ,

n n n n nn x y t x y t x y
n n

xy n
n

U x y s E u x y E E E E E E E E u s

E u x y s

  



 

 

 n

 

      
  

1 1 2 1 11 1

1

, lim , , lim

lim , .

n n n n nn x y t x y t x y
n n

xy n
n

V x y s E v x y E E E E E E E E v s

E v x y s

  



 

 

 n



 

当我们考虑动态对局系统 中，对任意点DG  ,x y X Y  ，与局者 I 的回报函数 减去参数nu  乘与局者 II

的回报函数 ，为协议的对局函数的动态情形： nv

    , , ,n
n nF x y u v x y n N     

那么与局者 II 的得利函数(gain function)为 nF 。此即表示两人在任何时间 ，得失之和恒为零。即 n

    , , 0n nF x y F x y n N      。 

在证明最小最大定理之前，先举个实例看两人零和之情形。 

3. 实际例子 

本例以政府征收税与企业家缴纳税之间，政府在这特殊的一年需要某种产品，政府则做出一种策略  x ，

以生产 x 类的产品会得减免该项产品之税金的 20%(一般规定减免有个限度，此特殊产物至多不能超过 30%)。

那么企业家就看自己可行的能力，选择生产特殊产物与否，他就自己衡量，采取策略 y，以自己做好估价才着手

生产。懂点数学的人就依照下列方式估算。 

I = 政府征收的规定优惠给企业家外，其他就依一般征税。 

II = 企业家依政府规定，研发某特殊产品(策略 )。 y

nu 企业家研发有成的东西外，生产一般产物依规定要缴此部分之总税收。 

nv 依政府的规定去生产政府亟需的物品，他的产量依规定有所限制，只生产 按规定减免nv  %。 

那么政府按规定他今年可从企业家那边征收的税收共     , ,n
n nF x y u v x y   。 

企业家实际可少交  ,nF x y 。 

 可用向量分散不同的产业(品)。其他产物的种类，水平及研发出来的东西不一定只有一种，各产品减免的

也有限，附加的权数亦不同。这个式子的建立看似简单，实际应用层面很广，有很多经济财政方面的应用价值。 

4. 极小极大定理 

如第三节，附有参数 的动态对局可设为： 

   1, , , , , ,n n n n n nDGP S A B t u v   

如 对局的理论一样，可设在 时第 I 与局者的失(得)设为DG  n N    , ,n
n n F x y u v x y   。 

那么第 II 与局者的得(失)为  ,n F x y 。 

其结果在任何时候 他们的得失和均为零。 n N
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设我们如自 1 1s S 到 时之条件总期望值，对任意随机策略n N  ,x y X Y  ，可表现其条件总期望值为

。   1,n
xyE F x y s 

若 可历经至无限时，与局者 I 所得该是 n

1) 
           

       
1 1

1 1 1

, lim , lim , ,

, ,

n
xy xy n n

n n
1F x y s E F x y s E u x y v x y s

U x y s s V x y s

  


 

  

 
 

 是原先约定的参数。因此我们可同时求得其条件期望值的总上下值函数为 

2) 
       

       

1 1

1 1

lim inf sup , inf sup ,

lim supinf , sup inf ,

n
xy

n x X x Xy Y y Y

n
xy

n x X x Xy Y y Y

1

1

F s E F x y s F x y s

F s E F x y s F x

  

  

   

   

 

  y s
 

本文的目的在建构一个二变量之实数函数    1,n
xyE F x y s 为目标函数来求出 minimax 定理的成立。即 

        

  

1 1

1

lim inf sup , inf sup , lim supinf ,

supinf ,

n n

n x X x X n x Xy Y y Y y Y

x Xy Y

1F x y s F x y s F x y s

F x y s

  



      



 


 

此处与局者 I 与与局者 II 的条件总期望值所构成之目标值函数。依其策略 ,x X y Y  的极小极大值定理。

该问题也可简化成借助于参数函数   1, F x y s 求其上值与下值相等之随机策略函数的极小极大值定理。 

理论上由始起 X 与 Y 为两个与局者的随机策略空间，在此动态对局之架构上，如上述所定义的上下值函数

 1F s 及  1F s 两值若相等则有鞍点函数的极小极大定理：     1 1 1F s F s F s    。如果不是一个鞍点

  , ,x y X Y   存在使 

          

   

*
1 1 1

*
1

inf sup , sup inf ,

,

x X x Xy Y y Y
1F s F x y s F s F x y

F x y F s

   

 

  

 

  

 

s
 

则    1 1,F s F s  
 ,

为鞍点函数区间的对偶缺陷。为了示明此结果，我们就像极小极大规划问题一样在

minmax f x y 之形成过程，都先设 Y 为紧致集合，而 f 在 Y 上的极大值 y 就在 Y 上存在，使其极小极大的规

划问题得以解决。在本文 X，Y 虽然无拓扑的假设，但在自然形成之问题上，就得稍做下面的预备工作。为方便

计，我们先定义： 

a) y Y  称为 y Y 中对任意 x X ，满足 

       1 1inf sup , inf ,
x X x Xy Y

1F s F x y s F x y  


 
  s  

我们称此 y Y  为   1, F x y s 在 DGF  对局系统中有关 y Y 中之极大点。 

b) 如同 a)若 x X  使满足 

       1 1sup inf , sup ,n
xy

x Xy Y y Y
1F s E F x y s F x y  



 
  s ， 

则 x称为对任意 y Y ，   1, F x y s 之 x 中在对局系统  DGF 的极小点。故两人动态对局之函数   1,F x y s 之

极小极大定理成立。 

为方便计，我们先建立下面亦可察出的下列命题。 

命题：1)     1 10 ,F s F x y s    0  

2)     1 10 ,F s F x y s    0  

证明：1) 若  1 0F s  ，则 
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1 1

1 1

sup , , 0

inf sup , 0 , 0

y Y

x X y Y

F x y s F x y s

F s F x y s F x y s

 

  



 

 

    1 
 

2) 上式中若  1 0F s  ，则 

         1 10 sup , inf sup , , 0
x Xy Y y Y

F x y s F x y s F x y s   
   1 



 ■                       

5.  θDEF 的鞍点函数 

定理：设 y Y  (或 x X  )为函数   1,F x y s 在  DGF 对局系统中的极大值(或极小值)，   1,F x y s 对

任意 x X 时， y 为在Y 之极大点，(或任意 y Y 时称 x在 X 之极小点)。则      *
11 1F s F s F  s  。即不论

x X  或 y Y 有一为  ,  1 F x y s 之极小点 x X  或极大点 y Y  ，则恒可导出   1, F x y s 的极小极大定理

成立。 

证明：由定义知    1 1F s F s  。若 y Y  为函数   1,F x y s 之极大点，则 

            1 1 1 1inf sup , inf , sup inf ,
x X x X x Xy Y y Y

1F s F x y s F x y s F x y s F s   


   
      

故      *
1 1 1F s F s F s    。证明极小极大定理等式(*)成立。■ 

这就示明鞍点  , x y  为极小极大定理的平衡点。用同样的方法可证明 x X  为函数   1, F x y s 之极小点，

亦得同样的结果。 

(注) 注意在  1 0F s  ，为方便计算可设存在有一点 x 使   1, 0F x y s  。 

6. 未来的发展 

就原对局系统中所定与局者回报函数  ,nu x y 此函数值为实数，但  ,nV x y 定位正，则考虑这个分数型的型

态如下：由原设与局者 的回报函数恒不为 0，所以nv   1,nV x y s  0 。则下列分式型之定义恒可合分式定义。 

     
    1

1
1

,
, , ,

,
n

n
n

u x y s
W x y s x y X Y

v x y s
    

该极大极小值问题有待研究。 
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