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Abstract: Black-Scholes equation is an important model in option pricing theory of financial mathematics, 
which is very practical in the application of numerical computation. This paper constructs a kind of parallel 
alternating segment Crank-Nicolson (ASC-N) scheme for solving the payment of dividend Black-Scholes 
equation. Secondly, it gives the existence and uniqueness of solution, stability and convergence analysis of 
the scheme. The theoretical analysis and numerical examples demonstrate that ASC-N scheme has same 
computational accuracy with C-N scheme’s, but its computational efficiency (computational time) can save 
nearly 40% compared with C-N scheme. Numerical experiment verifies the theoretical analysis, and it shows 
that ASC-N scheme is effective for solving Black-Scholes equation with dividend paying. 
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摘  要：Black-Scholes 方程是金融数学中期权定价的重要模型，研究它的数值解法具有非常重要的理

论意义和实际应用价值。本文对支付红利下 Black-Scholes 方程构造了一种具有并行本性的交替分段

Crank-Nicolson 格式(ASC-N 格式)，给出格式解的存在唯一性、稳定性和收敛性分析；理论分析和数值

试验表明 ASC-N 格式与经典格式 C-N 计算精度相当，但是其计算效率(计算时间)要比经典 C-N 节省近

40%；数值试验验证了理论分析，表明本文 ASC-N 格式对求解支付红利下 Black-Scholes 方程是有效的。 
 

关键词：支付红利的 Black-Scholes 方程；交替分段 Crank-Nicolson 格式(ASC-N 格式)；并行计算； 
数值试验 

1. 引言 

期权是风险管理的核心工具，是重要的金融衍生产品之一，研究期权定价问题有非常重要的理论意义和应
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用价值。在实际金融市场上，Black-Scholes 期权定价模型应用广泛，它带动了衍生金融产品市场的蓬勃发展。

在实际期权交易中，股票的投资者一般会得到一定的股息(红利)，这与 Black-Scholes 定价模型的一些基本假设

与现实情况不符[1,2]，因此，本文研究实际金融市场中支付红利下 Black-Scholes 定价模型的数值解法。 

支付红利的 Black-Scholes 方程[1,2]： 

 
2 2

2
2

0
2

V V V
S r q S rV

t SS

  
    

 
                          (1) 

其中，V 为欧式看涨期权的价格；S 为原生资产的价格；r 为无风险利率； 为波动率；q 为红利率；t 为时间。 

虽然支付红利下 Black-Scholes 方程有解析表达式[2,3]，然而在实际计算特别是期权的实时计算时运用解析表

达式来计算期权价格过于繁琐；另外在实际的金融市场，存在解析解的期权定价模型是少数的，所以在实际中

人们多采用数值方法求解期权定价问题。 

近年来，关于期权定价数值求解的研究取得了很多进展[4-8]，姜礼尚等(2008 年)[2]总结了 Black-Scholes 期权

定价模型的二叉树方法、隐式差分方法和 Crank-Nicolson 差分方法等数值解法，Yang Xiaozhong 等(2007 年)[6]

给出 Black-Scholes 方程的一种普遍性差分格式；吴立飞等(2011 年)[8]对支付红利下的 Black-Scholes 方程构造了

显–隐和隐–显差分格式。但是以上均为串行差分格式，其计算效率相对并行格式较低。随着多核和集群技术

的发展，并行算法称为提高数值计算效率的主流技术之一；由于期权定价具有较高的时效性要求，从实际应用

的需求出发，期权定价模型的并行差分格式研究具有重要的科学意义。 

对于并行差分格式，Evans D.J.等(1989 年)[9]针对 Burgers 方程提出交替分组显式(Alternating Group Explicit)

格式，交替分组显式方法不但具有较好数值计算的稳定性，而且具有很好的并行性质；张宝琳等(1999 年)[10,11]

利用 Saul’yev 非对称格式构造分段隐式，并且恰当地使用交替技术，建立了多种交替分段显-隐式(ASE-I)并行方

法和交替分段 Crank-Nicolson (ASC-N)并行方法，得到了稳定性和并行性兼顾的研究成果；王文洽(2002 年)[12]

利用 Saul’yev 型非对称差分格式，给出对流–扩散方程的一类交替分组方法，该类方法不但具有并行性质，而

且绝对稳定；但是，目前有关期权定价模型(Black-Scholes 方程)的并行差分方法研究还很少。 

针对现有问题，我们利用交替技术和分段隐式的思想，对支付红利下的 Black-Scholes 方程，构造一种具有

并行本性的交替分段 C-N 格式，分析了格式解的存在唯一性、稳定性和计算精度；最后，通过数值试验验证交

替分段 C-N 格式的有效性。 

2. 交替分段 C-N 格式的构造 

2.1. 支付红利下的 Black-Scholes 方程 

对支付红利下的欧式看涨期权等衍生产品定价，方程(1)必须结合边界条件进行数值求解，边界条件有三

个[1,2]： 

1) 损益状态： 。这一条件的含义相当明确，期权到期时的损益是它的价格。    ,V S t S K
 

2) 对于完全实值状态的期权有
 ,

lim 1
s

V S t

S
 。由此时期权的价格接近 S K ，因此这一比率为 1。 

3) 意味着对于 有 0 0S t  0t t  ,V S t 0 。股票价格一旦为 0，一般不会再回到原状态。 

所以对欧式看涨期权定价就是在 ，求解如下的方程： 0 ,0S t       T

 

   

2 2
2

2
0

2
, max ,0

V V V
S r q S rV

t S
V S T S K

  
S

    
 

  

                          (2) 

该式为变系数的反抛物型方程。 

为了便于构造差分格式，作自变数代换： lnx S ， T t   (3)式转化为常系数抛物型方程的 Cauchy 问题，

Open Access 153 



吴立飞，杨晓忠  支付红利下 Black-Scholes 方程的交替分段 C-N 格式解法 

如下： 

   

2 2 2

2
0

2 2

,0 max e ,0x

V V V
r q rV

xx

V x K

 


    
           

  

                         (3) 

边界条件转化为：
 ,

lim 1
exx

V x 


 ，  lim , 0
x

V x 


 ，求解区域转化为  0 ,0x T        。 

当 具 体 计 算 时 ， 可 选 取 充 分 大 的 数 M  和 充 分 小 的 数 M  ， 求 解 区 域 就 相 应 转 化 为

1 ,0 M x M T       ，边界条件相应的转化为  , eMV M 
  ，  , 0V M  。 

2.2. 交替分段 C-N 格式 

x 和 方向的网格步长，其中
M M

x
m

 
  ，

T

n
  ， 为正整数，,m n ix M i  令 ,x   分别为 x ， 

j j   ， ，0,1, ,i m  0,1, ,j n  。方程(3)在点  ,i jx  处的近似值记为 j
iV 。 

方程(3)的古典显式格式为 

 1
1 1 1

j j j
i i iV aV b V cV j

i                                    (4) 

方程(3)的古典隐式格式为 

 1 1 1
1 1 1

j j j
i i iaV b V cV V  
     j                               (5) i

方程(3)的 Crank-Nicolson 格式为 

1 1 1
1 1 11 1

2 2 2 2 2 12
j j j j j

i i i i i

a b c a b
V V V V V  

  
             
   

j
i

c
V                    (6) 

其中 

2 2

22 2 2
a r

xx

     
      

q ，
2

2
b r

x

  
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
，

2 2

22 2 2
c r

xx
q

     
      

 

众所周知，古典显式格式，具有天然的并行性，但是它的稳定性条件比较苛刻；古典隐式格式，无条件稳

定性；Crank-Nicolson 格式，它是一个无条件稳定且具有二阶精度的格式，但它没有明显的并行性，我们构造的

新格式结合了这三者的优点。 

设第 时间层的值k  1, 2, , 1k
iV i m  已知，第 1k  时间层的值 1k

iV  待求。设 s 为满足1 2 的正整

数，

1s m  

, 1, 2, , 2lI l s 为满足 1 2I I 21 1sI m      2的 s 个正整数。 

交替分段 C-N 格式，其设计如下： 

当 为偶数时，在点k  1 3 2 1, , ,ix i I I I   s 上采用古典显式格式(4)计算 1k
iV  ，在点  2 4 2, , ,i sx i I I I  上采用

古典隐式格式(5)计算 ，而在其他点上采用加权格式(6)计算1k
iV  1k

iV  。 

当 为奇数时，在点k  1 3 2 1, , ,ix i I I I   s 上采用古典隐式格式(5)计算 1n
iV  ，在点  2 4 2, , ,i sx i I I I  上采用

古典显式格式(4)计算 ，同样在其他点上采用加权格式(6)计算1k
iV  1k

iV  。 

交替分段 C-N 格式的矩阵形式为 

   

   

1
1 2

2 1 1
2 1

1

2 , 0, 2,4,
1

2

k k k

k k k

I A G V I A G V g
k

I A G V I A G V g



  

     
    


                  (7) 
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其中 I 为 阶单位矩阵，1m  1 2A A与 都是 阶对角矩阵且满足1m 1 2A A I  。 1A 可以写成 

，其中  2 , , mA   1 1g ,  1dia

2

2 1

0,  ,0 ,

1,  ,0 ,

1 2,   elsewhere.  

l

i l

i I l s

i I l s 

  
   

  

G 是 阶对称正定矩阵，由下式给出   1m m   1

   1 1m m

b c

a b c

G

a b c

a b   

 
   
 
 

  
  

   ，

 

 
 

1
0 0

1

1 1

0

0

k k

k

k k
m m

m

a V V

g

c V V





 

 
 
 
   
 
 
  

 ，

 

 
 

2 1
0 0

1

2 1

1 1

0

0

k k

k

k k
m m

m

a V V

g

c V V

 



 

 

 
 
 
   
 
 
  


 

3. 交替分段 C-N 格式解的存在唯一性 

设第 时间层的值k  1, 2, , 1k
iV i m  已知，第 1k  时间层的值 1k

iV  待求。由交替分段 C-N 格式(7)可知第

层值的差分格式为 1k 

   1
1 2

1

2
k k kI A G V I A G V g    ，                            (8) 

其系数矩阵为 1I A G ，由矩阵G 的表达式易知 为对角占优矩阵，故G 1I A G 也为对角占优矩阵，即系数矩阵

1I A G 为非奇异矩阵，因而(8)有唯一解。同理可得，采用交替分段 C-N 式(7)求解第 层值时，其差分格式

的系数矩阵

2k 

2I A G 也为非奇异矩阵，因而第 2k  层差分格式只有唯一解。 

综上分析，有如下定理 

定理 1：支付红利下 Black-Scholes 方程的交替分段 C-N 格式(7)是唯一可解的。 

4. 交替分段 C-N 格式的稳定性与收敛性分析 

对支付红利下 Black-Scholes 方程的交替分段 C-N 格式的稳定性进行分析。交替分段 C-N 格式(7)的增长矩阵

为 

     1 1

2 1 1T I A G I A G I A G I A G
      2  

为了讨论交替分段 C-N 格式的稳定性，需要如下 Kellogg 引理。 

引理 1：设 0  ，若矩阵C 为非负实矩阵，即满足 非负定，则TC C  1I C  存在，且 

   1

2
1I C I C      

引理 2：支付红利下 Black-Scholes 方程的交替分段 C-N 格式增长矩阵中的 1 2,A G A G 均为非负实矩阵。 

证明：如果 1 2,A G A G 满足    T

1 1 2 2,
T

A G A G A G A G 
T

均为非负定矩阵，则引理 2 成立；故只需证明

 1 1 ,  T

2 2A G A G A G A G 为非负定矩阵。 

   

   

T T
1 1 1 1

1 1

2

2

2

2
m m

b a c

a c b a c

A G A G A G G A

a c b a c

a c b   

  
     
    
 

    
   

    

由 的定义可知，, ,a b c  T

1 1A G A G 为对角占优矩阵，且对角线元素均为非负实数，即  T

1 1A G A G 为非负实
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矩阵；同理  T

2 2A G A G 也为非负实矩阵，故 1 2,A G A G

   I A

均为非负实矩阵。证毕。 

记 

      1 1

2 2 1 1 2 2I A G T I A G G I A G I A G I A G
1

T
        

1 2,

 

A G A G由引理 2 可知 均为非负实矩阵，利用引理 1，容易得到下面的估计 

   1

2
1, 1,2i iG I A I A G i

   ， 

 
2

于是   1T T T     ，因此有 

定理 2：支付红利下 Black-Scholes 方程的交替分段 C-N 格式(7)是无条件稳定的。 

由 Lax 等价定理[13]，有如下推论： 

推论 1：支付红利下 Black-Scholes 方程的交替分段 C-N 格式(7)是收敛的。 

经典 Crank-Nicolson 格式，时间、空间截断误差均为二阶；古典显式格式、古典隐式格式的截断误差均为时

间一阶、空间二阶。两个古典格式分别从两侧逼近精确解，已证明古典显式格式给出精确解上方近似值，古典隐

式格式给出精确解下方近似值；因此交替使用它们可以提高计算精度，并且无条件稳定。因此，交替分段 C-N

格式的精度应该接近二阶，这点在后面的数值试验部分可得到验证。 

另外，为了使本文方法具有较好的并行性，通常取 为常数，这样可以使用s  1s  个 CPU 进行并行计算，

每个 CPU 在每个时间步采用追赶法求解一个三对角方程组。通常选取 12 2l lI I  与 2 0l l2 1I I l   s 均为常数(对

于不同 l 的来说)。


 

5. 数值试验 

基于 Intel Core i5-2400 CPU 3.10 GHz，在 Matlab 7.6 环境下进行数值试验，我们使用本文的交替分段 C-N

格式以及经典 Crank-Nicolson 格式来计算支付红利下欧式看涨期权的价格，并将本文方法的交替分段 C-N 格式

与经典 C-N 格式在计算效率和计算精度方面进行比较分析。 

例：现有一个标的资产为股票的欧式看涨期权，敲定价格为 50 美元，距到期日期限分别为 3、6、9、12 个

月，股票价格的红利率 q 为每年 0.2，波动率为 0.2，无风险利率 r 为 0.1，股票的当前价格为 50 美元。 

解： 55,  50,  0.25,0.5,0.75,1, .2, 0.02S K T q 0.1,  0r      取 5M   ， 1M   ， ，500m  300n  ，

，0.008x  0.0025  2s ， 。 
 

Table 1. The comparision of numerical solutions with analytical solution 
表 1. 格式数值解与解析解的比较分析 

时间 T 3 6 9 12 相对误差 运行时间 

精确解 6.278751 7.540867 8.669354 9.701262   

经典 C-N 格式 6.279812 7.541706 8.670088 9.701935 0.00011 5.14 s 

ASC-N 格式 6.280041 7.542738 8.672128 9.705049 0.00025 3.50 s 

 

在计算精度上，由表 1 可以看出，支付红利下的 Black-Scholes 方程交替分段 C-N 格式、经典 C-N 格式相

比，两种差分格式计算精度相当，在期权到期日 T 为 12 个月时，相对误差均约可以达到 10−4。 

在计算效率(运行时间)上，由表 1 可知，对于串行差分格式(经典 C-N 格式)的运行时间明显要比并行差分格

式(交替分段 C-N 格式)长；交替分段 C-N 格式的运行时间(3.50 s)约为经典 C-N 格式(5.14 s)的 65%。 

图 1、图 2 分别为例 1 中到期日期限 T 为 12 月时的解析解和数值解的曲面图。可以看出，数值解与解析解

非常接近。支付红利下的 Black-Scholes 方程的交替分段 C-N 格式与 C-N 格式计算精度相当，但是本文交替分

段 C-N 格式计算效率较高，约为 C-N 格式的 65%。 
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Figure 1. The surface of analytical solution  
图 1. 解析解的曲面 

 

 

Figure 2. The surface of ASC-N scheme’s solution  
图 2. 交替分段 C-N 格式解的曲面 

 

6. 结论 

本文给出了支付红利下的 Black-Scholes 方程的一种交替分段 C-N 格式(ASC-N 格式)，理论分析表明 ASC-N

格式是绝对稳定的，并提高了经典 C-N 格式的计算效率。将本文 ASC-N 格式与经典 C-N 格式进行比较分析，

得出 ASC-N 格式的精度与 C-N 格式计算精度相当，但是其计算效率(运行时间)约为 C-N 格式的 65%。 

ASC-N 格式可以推广到多维期权定价问题中，在求解多资产期权定价问题时，ASC-N 格式并行计算的优点

将会更加的明显，能较好解决多资产期权定价的实时性问题。 
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