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Abstract: This paper studies on the application of fractile constrained cross-entropy to the estimation of dis- 
tribution parameters in flood frequency analysis. Based on the principle of minimum cross-entropy, two 
annual maximum flood peak series respectively in Feather River in Canada and Zhangcunyi Station in north- 
ern Shaanxi province with Gumbel distribution and Gamma distribution were employed to the parameter 
estimation of the four distribution functions. Four frequency curves with the estimated parameters were also 
plotted. Then, comparing the calculated cross-entropy values with those that are derived by traditional methods- 
MOM and MLM, it turned out that: by using cross entropy method, we got the minimum cross entropy values. 
The plotted theoretical frequency curves fit well with the empirical frequency curves. So, we can conclude 
that the quantile constrained cross-entropy method has the considerable merit in the flood frequency 
parameter estimation and is superior to the traditional methods-MOM and MLM.    
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摘  要：本文研究基于分位数对约束下的交互熵进行洪水频率分布参数估计方法。以加拿大 Feather

河和陕北地区张村驿站年最大洪峰流量序列为例，选取 Gumbel 和 Gamma 分布，基于最小交互熵原理，

进行年最大洪峰流量序列分布参数估计，并根据估计参数推求洪峰流量频率曲线图。与矩法和极大似

然法所求熵值比较，结果表明：交互熵法获得最小熵值，频率点距拟合亦取得满意效果。因此，在考

虑分位数对约束的条件下，交互熵法能有效的估计分布参数，且较矩法和极大似然法优越。 

 

关键词：交互熵；分位数对约束；参数估计；洪水频率分析 

1. 引言 

目前，在洪水频率分析中，虽已出现了许多非参 

数方法[1]，但是，在大多数研究和实际工作中，洪水

频率分析仍然作为一个参数推断问题来处理[2]。传统

的参数估计方法有矩法，极大似然法，概率权重矩法

等，它们的优劣性已被众多研究者讨论过[3]。为了改

进矩法估计，马秀峰于 1984 年提出了权函数法，在样

本矩的计算中引入正态概率密度函数作为权函数，增
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加了靠近均值部分的权重，减小了两端部分的权重，

但是权函数属于单参数估计，不能全面地解决洪水频

率参数估计问题[4]。为了避免计算对数 P-Ⅲ分布中的

Cs，Rao 提出了混合矩法，在所提出的四种混合矩法

中，选择对数数据的均值、方差及原始数据均值作为

混合矩时，统计性能最优[2]。Hosking 在 Greenwood 

(1979)定义概率权重矩之后，于 1990 年提出了线性矩，

该法是概率权重矩的线性组合，其最大特点是对洪水

系列中的极大值和极小值远没有常规矩那么敏感，所

以估计结果受样本中个别点据误差的影响较小，但该

法以概率作为权重来求矩，在各阶矩中，变数均为一

次幂，其阶次主要由其相应的概率(作为权重)来反映，

在推求参数时会引起误差和灵敏性问题[5]。另外，在

实际拟合中，常常出现中间部分拟合较好，但在两端

尤其是高尾部分拟合难以取得满意效果。针对这种情

况，Wang (1997)建议使用高阶概率权重矩，为序列中

的较大流量赋予更高的权重，该法求得频率曲线中上

部拟合效果良好[6,7]。Cohn 于 1997 年提出了 EMA 

(Expected Moments Algorithm)算法，该法的主要思想

是在具有历史洪水的情形下，以矩法估计结果为初值，

充分考虑小于门限值 T (一般认为很大的洪峰流量)的

洪水资料，通过高效迭代提高洪水分位点估计精度和

收敛速度[8]。洪水本身就是一种非常复杂的水文现象，

准确描述其规律需要大量且较长的观测数据，在目前

的资料技术水平基础上，寻求更为有效的洪水频率参

数估计方法，提高洪水频率分析成果的合理性和可靠

性是一项非常重要的课题。 

Kullback (1959)提出了交互熵的概念和最小交互

熵原理。与贝叶斯方法类似，采用先验分布和后验分

布，它们之间的概率距离(Probabilistic Distance)或直

接偏差(Directed divergence)称为交互熵。最小交互熵

原理即先验分布已知，且约束条件一定，候选分布中

能使交互熵函数最小化值的分布即为所求分布[9-12]。

Lind 和 Solana 于 1988 年提出用分位数对作为约束条

件的交互熵法，该法将观测数据直接进行数据编码，

从而产生分位数对约束，并在该约束条件下使交互熵

最小化。这种方法计算简单，后验分布函数满足单调

性和不变性的要求[13-15]。目前我国缺乏该法的应用研

究。本文以加拿大 Feather 河和陕北地区张村驿站年

洪峰流量序列为例，研究最小交互熵原理进行洪水分

布参数估计的普适性。 

2. 分位数对约束下的交互熵法 

该法包括两步：第一步，选定参考分布，并从样

本数据中推求出分位数对约束。第二步，选定一个后

验分布，使分位数约束下的交互熵最小化。 

2.1. 分位数对约束 

将随机变量 X 的观测序列 ix 按升序值进行排

列，得到  iS  x ， 1,2, ,i r  ， ix R 。假设 x 是一

个可能未来发生值。那么该值落在 X 由 ix 分成的

1r  个子区间    1 2, , , ,x x  , x 10 1x x ,r rx  内是等可能

的，根据样本规则，对应的分位数概率为 1i r  。假

设  , rx1 2, ,x x Q x 是由数据集 S 推断 X 的分布函

数，  , rx1 2, ,x x q x 为相应密度函数。则分位数对约

束为 

  1 2; , , , , , 1, 2,
1r ii

i
,x Q x x x x x i r

r
    

   (1) 

2.2. Kullback 最小交互熵原理 

给定一个待选分布函数 和密度函数 P x  p x ，

在分位数 ix x 上，  P x 值记为 。通过寻求后验分

布函数

ip

 , rx1 2, ,x x Q x ，使 Kullback-Leibler 交互熵

函数 

     
 

1 2
1 2

, , ,
, , , , log

r
r

q x x x x
D q p q x x x x x

p x
 


 d (2) 

满足分位数对约束(1)的条件下最小化。式(1)可写

为期望值的形式，即 

   1 2

1
: , , , d 0, 1,2, ,

1i i rI
g f x q x x x x x i r

r
  

  

(3) 

式中，  if x 为指示函数，  
1;

0;
i

i

x I
f x


 
 其它

。 

根据极值原理，引入拉格朗日乘子 i ，有 

 

     

   

1

1 2 1 2

1 2
1

,

, , , log , , , log

1
, , , d

1

r

i i
i

r r

r

i i rI
i

L D q p g

q x x x x q x x x x p x

f x q x x x x x
r









 

   
    





 

 



(4) 
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为了获得 ，使交互熵最小，根据变分法中的

Euler-Lagrange 方程，若

 p x

    , , d
b

a
I G x q x q x x  ，

其中 G 已知，则 满足 p x

   
d

0
d

G G

q x x q x

  
     

         (5) 

在式(4)中没有 项，仅为 的函数。式(4)

仅对

 q x  q x

 q x 求偏导，并令其为 0，有 

 
 

   1 2

1

, , ,
log 1 0

r
r

i i
i

q x x x xL
f x

q x p x





  

 


  (6) 

进一步整理，有 

     

   

1 2
1

, , , exp 1
r

r i
i

q x x x x p x f x

x p x






  
 



 i


   (7) 

式中，    
1

exp 1
r

i i
i

x f x 


    
 

 。当 ix I ， 

     exp 1i i ix x        。 

把式(7)代入式(3)的左边，考虑 ix I ，   1if x  有 

   

       
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有 

  1

1

1i
i ir P P





 

           (8) 

因此，当 ix I ，有 

   1 2, , , r iq x x x x p x         (9) 

并可通过代换，有 

   1 2, , ,
1r i

i
Q x x x x P x P

r
    i

   (10) 

把式(8)和式(9)代入式(2)中，有 

     
 0

, log
r

i
i

i

p x
D q p p x

p x






  ， 

化简整理，有 

     1
0

1
, log 1 log

1

r
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i

D q p r P P
r 



    
  。 

令 ， 为非负数。令 

。则 

 log 1c r 

 1
0

r

i i
i

P P


 
c

 S P

     min , 1D q p c S P r          (11) 

由式(11)可知，最小交互熵可以写成参考分布的

函数，并且  S P 值越小，式(11)的值越小，如果参考

分布已经选定，那么根据最小交互熵原理，说明该分

布的参数值最优。 

3. 参考分布的选择 

对于一个给定的随机样本来说，分位数对约束可以

通过数据编码求得，利用最小交互熵法将后验分布

 1 2, , , rQ x x x x 看作是先验分布 的一个代数转

化。因此，参考分布必须尽可能的靠近后验分布和样本

点。本文选择 Gumbel 分布和 Gamma 分布为参考分布。 

 P x

4. 应用实例 

以加拿大的 Feather River 57 年洪峰流量数据和

中国陕北的张村驿站 37 年洪峰流量数据为例，选择

Gumbel 和 Gamma 分布为参考分布，进行参考分布参

数的估计，并与矩法和极大似然法相对比。 

4.1. 参考分布 

Gumbel 密度与分布函数分别为 

      exp e ;x up x x u x          


(12) 

   exp e x uP x             (13) 

Gamma 密度与分布函数分别为 

   
 

1
e xx

p x
  


 




         (14) 

   
 
,

1
x

P x
 



 


          (15) 

4.2. 参数估计 

首先，分别根据矩法和极大似然法求出估计分布

的参数，将矩法所求的参数作为初始值，然后利用优

化函数确定交互熵函数最小值及参考分布的分布参

数。 

经计算，参数计算结果见表 1~2。 

4.3. 结果分析 

表 1 显示，Feather 河选用 Gumbel 分布作为参考 
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Gumbel 分布，即分位数估计值更接近实测值。图 2

显示，张村驿站在两种分布下拟合结果亦较好，但

Gamma 分布的拟合效果整体优于 Gumbel 分布。 

分布进行参数估计时，矩法、极大似然法、交互熵法

分别求得的  S P

min ,D q

值和 值呈减小的趋势，而

Gamma 分布所求 值和 值同 Gumbel

分布规律一致，且所求值比 Gumbel 分布小；而参数

估计值的计算结果分别为：Gumbel 分布中，极大似

然法计算所得 u 值最大，交互熵法其次，矩法最小，

α 值的计算结果为交互熵法所得值最大，矩法其次，

极大似然法最小；Gamma 分布中，三个方法计算所得

u 值相差不大，α 值的计算结果为矩法最大，极大似

然法其次，交互熵法最小。表 2 显示，张村驿站所求

值和 值结果与 Feather 河存在相同的

规律，且 Gumbel 分布中，极大似然法计算所得λ值

最大，交互熵法其次，矩法最小，κ 值的计算结果为

极大似然法所得值最大，交互熵法其次，矩法最小。 

min ,D q p

 min








S P

p

 ,D q p

 S P

5. 结论与展望 

本文以加拿大 Feather 河和陕北张村驿站为例，

探讨了分位数对约束条件下的交互熵法在洪水频率

分析参数估计中的应用，并与传统的矩法和极大似然

法相对比。结论与展望如下： 

1) 在选择 Gumbel 和 Gamma 两种参考分布时，

交互熵法求得的  S P 值和 值均小于由其

它两种方法所求值，且采用 Gamma 分布求得的

min ,D q p
 S P

值和  min ,D q p 值较 Gumbel 分布所求值小，说明在洪

水频率参数估计时，交互熵法优于传统的矩法和极大

似然法。 由以上分析结果可知，选用上述两种参考分布

时，交互熵法所求得的 值和 值均是最

小，所以运用该法所求参数绘制频率曲线图，结果见

图 1 和图 2。 

 S P min ,D q p 2) Feather 河和张村驿站的理论频率曲线与经验

点据的拟合效果均良好，Gamma 分布的两条拟合曲线

均较相应站点 Gumbel 分布下的拟合效果好，没有负

值段，说明本文的两个实例选用 Gamma 分布线型更

合理。 

图 1 显示，对于 Feather 河，整体来说，两种分

布下，经验点据与分位数估计值拟合结果均比较理

想，但在高尾部拟合中，Gamma 分布的拟合效果优于 3) 本文主要研究了分位数对为约束条件下，利用
 

Table 1. The parameters of Feather River for the annual maximum flood peak discharge 
表 1. Feather 河洪峰流量分布参数计算结果 

选用分布 估算方法 S(P) H(Dmin(q, p)) u 或 λ α或 κ 

矩法 352.0545 1.7732 2652.3285 0.0009 

极大似然法 323.4119 1.2959 2785.0856 0.0006 Gumbel 

交互熵法 292.9187 0.7876 1293.0598 0.0010 

矩法 289.9769 0.7386 0.0009 1.8204 

极大似然法 289.9578 0.7383 0.0009 1.7933 Gamma 

交互熵法 289.9000 0.7373 0.0009 1.7434 

 
Table 2. The parameters of Zhangcunyi Station for the annual maximum flood peak discharge 

表 2. 张村驿站年洪峰流量分布参数计算结果 

选用分布 估算方法 S(P) H(Dmin(q, p)) u 或 λ α或 κ 

矩法 202.8352 1.2336 152.3158 0.0134 

极大似然法 188.8355 0.8922 162.6435 0.0078 Gumbel 

交互熵法 165.9407 0.3338 65.4722 0.0171 

矩法 163.6595 0.2781 0.0119 1.3020 

极大似然法 163.4675 0.2734 0.0139 1.5143 Gamma 

交互熵法 163.3476 0.2705 0.0146 1.4960 
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(a) Gumbel 分布                 (b) Gamma 分布 

Figure 1. The fitting results of Feather River for the annual maximum flood peak discharge 
图 1. Feather 河年最大洪峰流量频率曲线拟合结果 

 

 

(a) Gumbel 分布                 (b) Gamma 分布 

Figure 2. The fitting results of Zhangcunyi Station for the annual maximum flood peak discharge 
图 2. 张村驿站年最大洪峰流量频率曲线拟合结果 
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