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Abstract: According to the inaccuracy existed in weight-determination when original and object coordinates’ acquisi- 
tion methods are different with WTLS, Helmert Variance Estimation Method is employed to determine two kinds of 
coordinates’ weight. And then, the specific formula of Helmert Variance Estimation Method which is suitable for 3D 
coordinate transformation is deduced. The numerical test proved that more reasonable and more precision results can be 
obtained with our method.  
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摘  要：针对加权整体最小二乘(WTLS)在两套坐标获取方式不同时定权的不精确性，提出利用赫尔默特方差估

计法确定两类坐标的权，并推导了用于坐标转换的赫尔默特方差估计法的具体公式。实验表明：利用赫尔默特

方差估计方法能够得到更加精确、更为合理的参数解。 

 

关键词：WTLS；不同获取方式；赫尔默特方差估计法；定权 

1. 引言 

测量工作中，经常会遇到三维坐标转换问题，如

WGS-84 坐标与地方坐标之间的转换等。三维坐标转

换是将空间数据从一个坐标系统转换到另一个坐标

系统的过程，其实质是利用公共点的两套坐标以及非

公共点的一套坐标信息推估出非公共点在另一套坐 

标系中的坐标。实际坐标转换时，通常首先采用相关

处理，然后采用布尔莎(Bursa)七参数模型[1]进行坐标

转换。布尔莎(Bursa)模型参数包括：3 个平移参数，3
个旋转参数和 1 个尺度参数。求解时，当观测值个数

大于必要观测数时，通常采用最小二乘(LS)的方法，

建立高斯–马尔科夫(G-M)模型，求解参数估值。G-M
模型的前提是假设系数矩阵 B 完全正确，即坐标已知*通讯作者。 
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值是不受偶然误差影响的。然而同一控制点在两套坐

标系下均含误差，因此 G-M 模型并不合理。 
自 Golub[2]和 Van Loan[2] 1980 年提出整体最小二

乘(TLS)以来，许多学者对 TLS 用于三维基准转换进

行了研究[3-8]。Felus[6]和 Schaffrin[7]分别讨论了基准转

换中系数矩阵存在误差时，如何合理地确定基准转换

参数。陆珏[3]和陈义[8]讨论了三维线性基准转换、空

间后方交会的整体最小二乘方法。袁庆讨论了加权整

体最小二乘在三维坐标转换中的应用。但是上述研究

中，有的没有考虑观测值的权值；有些尽管考虑了观

测值的权值，但是仅仅采用验前方差定权，但在实际

解算时发现，由于两类坐标获取方式不同，验前方差

决定两类坐标之间的权比不够精确。本文提出利用赫

尔默特方差估计法确定两套坐标的权值，此方法通过

判断解算后目标坐标与原始坐标单位权中误差是否

相等来不断更新两套坐标的权值，这样就使观测值的

权值更为合理。 

2. 赫尔默特方差估计法坐标转换定权公式 
推导 

2.1. 布尔沙模型 

当旋转角是小角度或者初始值已知时，三维坐标

转换的布尔莎模型如式(1)所示。 
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式中， ( )2 2 2, ,X Y Z 、 ( )1 1 1, ,X Y Z 分别为目标坐标系和

原始坐标系的坐标；( )1 2 3, ,T T T 为平移参数；( ), ,x y zε ε ε

为旋转参数；k 为缩放参数。当公共点的个数为 m(不
小于 3)时，布尔莎模型可以写成如式(2)的形式。 
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式中， ( )2 2 2, ,i i iX Y Z 、 ( )1 1 1, ,i i iX Y Z  ( )1,2, ,i m=  分

别为 i 公共点在目标坐标系下和原始坐标系下的坐标。 

2.2. 加权整体最小二乘(WTLS) 

在变量误差(EIV)模型中，由于两套坐标均是通过

测量平差得到，不可避免的受观测误差的影响，现将

原始坐标当成一类虚拟观测值，可得到如式(3)的观测

方程。 

B B

L BX d
L X
= − 

= 
                (3) 

LB 为 B 中误差项组成的列向量，B 由 XB 的初值

和一些常数项组成，对上述模型进行计算，可得如式

(4)的误差模型。 
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上式中 Bx 为新设参数的改正数， BAx 是 0BX∆ 的

改写形式，目的是将 Bx 作为向量分离出来，具体可以

用矩阵矢量法[9]进行。 0B 是新设参数初值和一些常数

组成的矩阵，上式忽略了二次小项。令： 
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其中， objP 与 oriP 分别表示目标坐标与原始坐标的权阵，

可以得到如式(5)的误差模型： 

V Bx l′ ′= −                  (5) 

其随机模型如式(6)所示： 

( ) ( )2 1
0D l P lσ −=                (6) 

上式中， 2
0σ 为先验单位权中误差， ( )D l 为目标

坐标与原始坐标方差组成的方差阵。 

2.3. 赫尔默特方差估计法及具体公式推导 

利用预平差的改正数 V，按验后估计各类观测值
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验前方差的方法，其思想最早是由赫尔默特(1924)提
出的，Welsch (1978)推得的严密公式推导过程如下[10]： 

间接平差的误差方程： 

ˆV BX L= −                (10) 

法方程及其解为 
1ˆ ˆ,NX W X N W−= =           (11) 

式中 T T,N B PB W B PL= = 。 
现设在 L 中包含两类独立观测值 L1 和 L2，它们

的权阵分别为 P1和 P2，且有 P12=0，它们的误差方程

分别为式(12)： 
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一般地说，第一次平差时给定的两类观测值的权 

P1和 P2是不恰当的，令其分别为 2
01σ 和 2

02σ ，则有 
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方差分量估计的目的是利用各次平差后各类改

正数的平方和 T
1 1 1V PV 及 T

2 2 2V PV 来估计 2
01σ 和 2

02σ 。由式

(12)可知： 
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将上式展开，并顾及 ( ) 2 1
1 01 1D L Pσ −= ， 

( ) 2 1
2 02 2D L Pσ −= ，则上式可整理得： 
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又因为： 

( ) ( )( )T
1 1 1 1 1E V PV tr P D V=  

因此： 
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同理可得： 
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在(18)和(19)式中，将数学期望的符号去掉，改成由平差得到的计算值 T
1 1 1V PV 和 T

2 2 2V PV ，则求出的 2
01σ 和 2

02σ
也改为估值 2

01σ̂ 和 2
02σ̂ ，将上述(18)、(19)写成矩阵形式： 

ˆS Wθθ =                                           (20) 

式中 
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式(20)与(21)即为两类观测值按照间接平差时的

赫尔默特估算公式，可得式(20)的解为： 
1ˆ S Wθθ −=                  (22) 

由式(22)即可得到 T
1 1 1V PV 及 T

2 2 2V PV 与 2
01σ 和 2

02σ
的关系。在公式(20)中，考虑到求解方便，略去微小

量求迹部分，可得到各类观测值的单位权方差估值为： 
T

2
0 1, 2i i i

i
i

V PV
i

n
σ = =，            (23) 

赫尔默特方差估计法用于三维基准转换时权值

更新步骤如下： 
1) 进行验前权估计，确定原始坐标与目标坐标的

权的初值 P1，P2； 
2) 按式(5)进行第一次平差，求得原始坐标与目

标坐标的 T
1 1 1V PV 及 T

2 2 2V PV ； 
3) 按式(23)进行第一次方差分量估计，得到原始

坐标与目标坐标的单位权方差的第一次估值 2
01σ 与

2
02σ ，再按式(24)定权： 

2 1
0

ˆ 1, 2i
i i

cP i
Pσ −= =，            (24) 

式中，c 为任一常数，一般选 2
0iσ 中的某一个值； 

4) 反复进行(2)、(3)，即进行：平差—方差分量 

估计—定权后再平差，直至 2 2
01 02σ σ= 为止，或者通过

必要的检验认为目标坐标与原始目标的单位权方差

之比约等于 1 为止。 

3. 算例分析 

表 1 列出了 WGS-84 和地方坐标系下 7 个公共点

的坐标。为了验证赫尔默特方差估计法定权的合理性

与精确性，分别采取其中 3 个点、5 个点、7 个点，

采用常规定方法权(以下简称 WTLS)与本文采用的赫

尔默特方法定权(以下简称 HWTLS)，并对结果进行了

对比和分析。表 2~4 给出了利用 3 个点、5 个点、7
个点求解得到参数及精度对比。表 5 列出了采用 7 个

点时，目标坐标与原始坐标方差估值三次迭代的比值。

由表 2~4 可以看出：1) WTLS 与 HWTLS 方法求解得

到的参数差别不大；2) 采用 HWTLS 方法得到的参数

精度除个别与 WTLS 方法相当外，其它的均比采用

WTLS 高，最高可达 21.4%。从表 5 可以看出，随着

不断迭代，WTLS 方法由于没有对权值进行更新，原

始坐标与目标坐标单位权方差的比值保持不变，且比

值不接近 1，这显然是不合理的；HWTLS 方法得到

的原始坐标与目标坐标单位权方差的比值逐渐趋近

于 1，可以得到更为合理的结果。 
 

Table 1. Common coordinates of WGS84 system and local system (unit: m) 
表 1. WGS84、地方坐标系下公共点的坐标(单位：m) 

点号 X84 Y84 Z84 X 地方 Y 地方 Z 地方 

1 4157870.237 664818.678 4775416.524 4157222.543 664789.307 4774952.099 

2 4149691.049 688865.785 4779096.588 4149043.336 688836.443 4778632.188 

3 4173451.354 690369.375 4758594.075 4172803.511 690340.078 4758129.701 

4 4177796.064 643026.700 4761228.899 4177148.376 642997.635 4760764.800 

5 4137659.549 671837.337 4791592.531 4137012.190 671808.029 4791128.215 

6 4146940.228 666982.151 4784324.099 4146292.729 666952.887 4783859.856 

7 4139407.506 702700.227 4786016.645 4138759.902 702670.738 4785552.196 

 
Table 2. Comparison among the parameters calculated and accuracies with point 1, 5 and 7 

表 2. 3 个点(1、5、7 号点)时两种方法求解参数及精度对比 

  Tx/m Ty/m Tz/m εX/″ εY/″ εZ/″ u 

WTLS 
参数值 641.910 68.182 416.543 −1.000 0.889 0.982 1.000 

中误差 ±0.022 ±0.019 ±0.014 ±0.031 ±0.024 ±0.015 ±5.8 × 10−8 

HWT-LS 
参数值 642.011 68.265 416.521 −0.998 0.891 0.993 1.000 

中误差 ±0.020 ±0.019 ±0.011 ±0.030 ±0.019 ±0.012 ±5.5 × 10−8 
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Table 3. Comparison among the parameters calculated and accuracies with point 1, 3, 5, 6 and 7 
表 3. 5 个点(1、3、5、6、7 号点)时两种方法求解参数及精度对比 

  Tx/m Ty/m Tz/m εX/″ εY/″ εZ/″ u 

WTLS 
参数值 641.931 68.382 416.233 −1.011 0.897 0.978 1.000 

中误差 ±0.021 ±0.017 ±0.013 ±0.028 ±0.023 ±0.013 ±5.2 × 10−8 

HWT-LS 
参数值 642.008 68.272 416.321 −1.003 0.891 0.988 1.000 

中误差 ±0.018 ±0.016 ±0.011 ±0.028 ±0.020 ±0.012 ±4.9 × 10−8 

 
Table 4. Comparison among the parameters calculated and accuracies with all the points 

表 4. 7 个点时两种方法求解参数及精度对比 

  Tx/m Ty/m Tz/m εX/″ εY/″ εZ/″ u 

WTLS 
参数值 641.933 68.382 416.231 −1.011 0.897 0.977 1.000 

中误差 ±0.021 ±0.016 ±0.013 ±0.027 ±0.023 ±0.011 ±5.0 × 10−8 

HWT-LS 
参数值 642.001 68.275 416.311 −1.007 0.894 0.981 1.000 

中误差 ±0.017 ±0.014 ±0.010 ±0.026 ±0.019 ±0.010 ±4.9 × 10−8 

 
Table 5. Ratio of variance of unit weight between original coordinates and object coordinates after three times iterations 

表 5. 原始坐标与目标坐标单位权方差估值三次迭代的比值 

 WTLS HWTLS 

迭代次数 2
01σ  (mm) 2

02σ  (mm) 2 2
02 02:σ σ  2

01σ  (mm) 2
02σ  (mm) 2 2

01 02:σ σ  

1 2.13 2.00 1:0.94 2.13 2.00 1:0.94 

2 2.13 2.00 1:0.94 2.14 2.08 1:0.97 

3 2.13 2.00 1:0.94 2.16 2.13 1:0.99 

 
4. 结语 

1) 原始坐标与目标坐标获取方式不同时，WTLS
仅采用验前方差定权，由表 5 的结果可知，此种方法

得到的原始坐标与目标坐标的单位权方差不相等，这

是不合理的，采用 HWTLS 时，对权值进行了迭代更

新，得到的单位权方差更为合理。 
2) 采用 HWTLS 方法求解时，尽管所求参数的差

异不大，但是其得到参数的精度相对于 WTLS 更高。 
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