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Abstract 
This paper deals with the stability of linear time-invariant impulsive system with feedback control. 
The pulses, at some time in the past, were the important factor causing system instability. Here, 
we first regard the impulsive system as a special reset system, then we analyze the stability of 
sampled-data system, and design reset matrices such that the uncertain sampled-data system is 
stable. Based on the classical Lyapunov method and linear matrix inequality LMI form, the neces-
sary and sufficient conditions for stability are given. At last, we apply the results to the uncertain 
LTI sampled-data systems and illustrate a numerical example. 
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摘  要 

本文主要研究了具反馈控制的线性时不变脉冲系统的稳定性问题。在过去的理论中认为，脉冲是造成系
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统不稳定的重要因素。在这里，我们将脉冲系统看作特殊的重置系统，继而得到，在适当的脉冲作用下，

系统不但能保持原来的稳定性，甚至可以使一个原来不稳定的系统变得稳定。本文以经典的Lyapunov
方法为基础，以线性矩阵不等式LMI为表达形式，给出使系统平衡点全局一致指数稳定的充分必要条件。

并以此为基础，对不稳定的微分控制系统，给出使系统指数稳定的脉冲重置的设计方法及重置矩阵的形

式。文章最后将结果运用到不确定的LTI采样数据系统中，并给出算例。 
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1. 引言 

脉冲微分方程展示的是由经典的常微分方程描述的连续过程和由差分方程描述的瞬间状态跳跃的离

散过程相结合的数学模型[1] [2]，这样的跳跃脉冲可以被看做重置系统。可以通过设计重置法则来使系统

达到稳定。采样数据系统是一类由电子装置控制的重置系统[3] [4]。在过去的十几年中受到了广泛的关注，

用于建立其稳定性的方法也多种多样。其中，文献[5] [6]基于 Lifting 方法讨论其稳定性，但这种方法一

般不适用于采样区间不确定的系统；文献[7] [8]从具时滞的控制角度出发，将闭环系统扩展为无限维的时

滞微分方程，基于 Razumikin 技术建立了采样数据系统的稳定性；此外，在采样周期时变的情况下，文

献[9]基于 Lyapunov 函数法建立了采样数据系统的稳定性。 
本文研究了具反馈控制的线性时不变脉冲系统的稳定性问题。将脉冲系统看作特殊的重置系统，我

们得到，在脉冲作用下，系统能保持原来的稳定性，甚至可以使一个原来不稳定的系统在脉冲的作用下

而稳定。我们以经典的 Lyapunov 方法为基础，以线性矩阵不等式(LMIs)的形式给出使系统平衡点全局一

致指数稳定的充分必要条件。并以此为基础，对不稳定的微分控制系统，给出使系统指数稳定的脉冲重

置的方法及重置矩阵的形式。这些结果对于利用脉冲对一个系统进行镇定具有较大意义。文章最后将结

果运用到不确定的 LTI 采样数据系统。并给出算例。与之前的理论[9] [10]相比，本文所研究的第一个重

要不同在于，重置区间被认为是不确定的，在近似周期的情况下，如何保证系统的稳定；第二个大胆的

创新是，在采样的瞬间，给予系统一个适合的刺激(脉冲)来使整个系统稳定。 

2. 预备知识 

大多数的采样数据系统，是由一个具反馈控制的线性时不变微分系统描述的，其中，恒定增益 K 将

采样器与保持器连接在一起。这一过程由如下形式表示： 

( ) ( ) ( )cx t A x t Bu t= +  

其中 x ， u 分别表示该过程的状态和输入控制。在采样时间 kt ， k ∈，抽出的状态 ( )kx t 被发送给控制

器，经过加工变为 ( )kKx t ，然后被送回系统中，直到到达下一个控制命令更新。在采样瞬间，给系统一

个适当的刺激(脉冲)。这样的系统可以被描述为具分段常值控制的线性重置系统，如下： 

( ) ( ) ( ) [ ) ( )1 0, , , 0 ,n
c k k kx t A x t BKx t t t t x x R+= + ∀ ∈ = ∈                 (1) 

( ) ( ) ,rx t A x t t τ−= ∀ ∈                                (2) 

其中 nx R∈ 代表系统状态，时间
0, 0

lim  t t
τ δ

τ−

→ <
= + 。矩阵 cA ， B ， rA 为适合维数的常值矩阵。 

{ }1: , , , limk k k t kt
t t R t t k N tτ +

+ →∞
= ∈ < ∀ ∈ = ∞                          (3) 
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为重置时间集。我们记 

1: ,k k kt tθ += −                                      (4) 

为采样区间长度，对于所有的 k ， kθ 属于紧集 R+∆ ⊂ ， minθ 和 maxθ 分别表示∆中的最大值和最小值。 ( )S ∆

代表可行序列{ }k k N
θ

∈
的集合， ( ) { }{ },k kk N

S θ θ
∈

∆ = ∈∆ 。 

( ) { } { } ( ){ }0 1, 0, , .k k k k kk N k N
t t t t Sθ θ+∈ ∈

Θ ∆ = = − = ∈ ∆                     (5) 

我们假定，对任意的 ( )τ ∈Θ ∆ 重置系统(1)和(2)存在唯一解。在时刻 t R∈ ，以 0  nx R∈ 为初始状态，  

并在重置序列 ( )τ ∈Θ ∆ 的作用下，解表示为 ( )0,t xτϕ 。它可以写为 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
0

, ,0 , d
t

t x t x t s BKx t sτ τ τϕ = Φ + Φ∫   

其中，转移矩阵 ( ), : n nR R Rτ
+ + ×Φ ⋅ ⋅ × → 符合以下关系： 

( )0,0 ,nτΦ = Ι                                       (6) 

( ) ( ) [ )1, , , , ,k c k k kt t t tA t t t
t τ τ +=
∂
Φ Φ ∈

∂
∀                         (7) 

( ) ( ) ( )
1

1 1, , , d ,
k

k

k r

t

k k k
t

t t t t t s KA sB kτ τ τ

+
−

+ +=
 

Φ Φ Φ 
  

+ ∀ ∈∫                  (8) 

在上面的方程中， ( ) ( )
1 1

1 ,
li, ,m
k kt t t tk k kt t t tτ τ
+ +→+ ≤

−Φ Φ= 。注意到系统状态在重置时刻之间是线性时间不变

的，因此，该转移矩阵对所有 [ )1 ,k kt t t +∈ ，可以明确表示为 ( ) ( ), k ct A
k

tet tτ
−Φ = 。 

接下来的研究是基于以下的积分运算 : n n+ ×Λ →   

( ) ( )
0

: d .csA
ce s A BK

θ

θΛ = Ι + +∫                             (9) 

算子 ( )Λ  关于θ 连续，θ 属于紧集 R+∆ ⊂ 。因此，该转移矩阵 

( ) ( ) ( )
0

1, d .
k

csA
r ck k r kA e s A BKt Atτ

θ

θ+

 
= Ι + + = Λ  

 
Φ ∫  

定义 1.1. 称系统(1)和(2)的平衡点 0x∗ = 是关于重置序列 ( )Θ ∆ 全局一致指数稳定(GUES)的，如果存

在正数 ,  c λ ，使得对任意的 ( )τ ∈Θ ∆ , 0
nx R∈ 和 0t ≥ ，都有 

( )0 0, .tt x ce xλ
τϕ

−≤                                 (10) 

关于系统的稳定性分析，本文将解决以下两个问题： 
问题 1：假定常数矩阵 cA ， B ， K 和 rA 给定。提供判断系统(1)和(2)的平衡点   0x∗ = 是全局一致指

数稳定的可行条件，并以线性矩阵不等式 LMI 的形式给出。 
问题 2：假定常数矩阵 cA ，B 和 K 给定。设计合适的重置矩阵 rA ，以保证系统(1)和(2)的平衡点   0x∗ =

的稳定性。 

3. 主要结果 

3.1. 稳定性分析 

在本节将给出指数稳定的条件，以解决以上问题 1。 
在提供 LMI 稳定性条件之前，首先给出所考虑的脉冲系统的稳定性。运用在重置时间的离散模型，

可以推导出指数稳定的充分必要条件。该分析利用了一类在紧集上满足线性微分包含的拟二次 Lyapunov
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函数[10] [11]。更确切地说，我们使用形如 ( ) [ ]
T

xV x x L x= 的函数，其中 [ ]xL 为依赖于系统状态的 Lyapunov
矩阵，并满足齐次性，即 

[ ] [ ] [ ] [ ]: , 0, 0, , 0.
x

n n n T
x x axL R R L L L x a R a×→ = = ∀ ≠ ∈ ≠  

下面的定理表明，这样的函数在重置点的下降性保证了重置系统的稳定性。 
定理 1：考虑重置系统(1)和(2)，其中 { } ( ).k k N

tτ
∈

= ∈Θ ∆ 平衡点   0x∗ = 是全局一致指数稳定的当且仅

当存在一个严格凸的正定函数 : nV R R+→  

( ) [ ]
T

xV x x L x=                                    (11) 

且具备齐次性质， [ ] [ ] [ ] [ ] ( ): , 0, 0, , 0, 0 0,
x

n n n T
x x axL R R L L L x a R a V×→ = = ∀ ≠ ∈ ≠ = 对所有的 

( ) 0, ,kx t k≠ ∈ 以及任何可行重置序列 { } ( )k k N
tτ

∈
= ∈Θ ∆ ，满足 

( )( ) ( )( )1 .k kV x t V x t +>                                 (12) 

证明 首先，因为参数 1k k kt tθ += − 属于紧集 ∆，因此，对于任何序列τ 和任意的 k ∈Ν ，转移矩阵

( ) ( )1, k kk rt t Aτ θ+Φ = Λ 关于 kθ 连续。因此，在重置时间，系统(1)和(2)的解决可以由一个线性微分包含描述： 

( ) ( )( )1 ,k kx t F x t k+ ∈ ∈Ν                               (13) 

其中， 

( ) ( ){ }, .rx A xθ θ= Λ ∈∆F                               (14) 

回顾文献[10]中全局一致指数稳定的概念，由线性微分包含(13)可以推出以下事实： 
存在常数 0,  0 1d dc λ> < < ，使得 

( )0 0, , 0k
k d dt x c x kτϕ λ≤ ∀ ≥                            (15) 

对于所有的初始条件的 0  nx R∈ ，以及{ } ( )k k N
t

∈
∈Θ ∆ 成立，当且仅当存在函数 ( )V ・ ，满足不等式(12)。

现在我们只需证明，在重置时间的指数稳定性等价于所有 t R+∈ 的指数稳定性，即：式(10)⇔式(15)。证

明如下。 
假设重置系统(1)和(2)是指数稳定的，由式(10)，因为 [ ]min max,  kt k kθ θ∈ ，当取   dc c= 和 min

d e λθλ −= 时，

(15)成立。 
假设关系式(15)成立。由于对所有 [ )1,  k kt t t +∈ ，有 ( ) ( )0 0(,  ) ,  kt x t xτ τθϕ ϕΛ= ，且转移矩阵 ( )θΛ 关于

有界，即存在 0γ > ，使得 

( ) ( ) [ )0 0 1,  , ., ,  k k kt x t x t t tτ τϕ γ ϕ +≤ ∀ ∈                       (16) 

因此，对所有的 [ )1,  k kt t t +∈ ，有 ( ) ( )ln
0 0,  d

k

dt x c e xλ
τϕ γ≤ 。此外，对任意的 [ )1,  k kt t t +∈ 和

1  k kt t+ − ∈∆，我们有
max min

,  t tk
θ θ
 

∈  
 

，这就意味着，当   dc c γ= × 和
max

ln dλλ
θ
−

= 时，关系式(10)成立。 

下面的定理在拟二次 Lyapunov 函数存在的基础上，给出了具有重置法则(2)的闭环系统(1)的稳定性

的充分条件。 
定理 2：考虑系统(1)和(2)，τ 属于如(5)中描述的可行重置序列集 ( )Θ ∆ 。假设矩阵 rA 给定。如果存

在矩阵 ( )P θ ， ( ) : n nP R ×∆ →⋅ ，且关于θ 连续， ( ) ( )  0,  TP Pθ θ θ= ∈∆ ，以及矩阵G ，对所有 ,  ,a bθ θ ∈∆

以及如(9)所述的 ( )kθΛ 满足以下线性矩阵不等式： 
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( ) ( )( )
( ) ( )

0a r k

r b

T

T
k

P GA

GA G PG

θ θ

θ θ+

 Λ 
 Λ −


                      (17) 

则存在如定理 1 满足条件(12)的拟二次 Lyapunov 函数 ( ) [ ] ( )maxT T
xV x x L x x P xθ θ∈∆= = ，也就是系统

(1)和(2)的平衡点 0x∗ = 是全局一致指数稳定的。 
证明 这里需要证明，如果条件(17)成立，则系统(1)和(2)的平衡的点   0x∗ = 是全局一致指数稳定的。

假设对所有 ,a bθ θ ∈∆，存在矩阵 ( )P θ 和G 满足条件(17)。由于 ( )·P 关于θ 连续，且θ 被定义在一个紧集

上，那么 ( )·P 相对于  ∆的像是紧集。因此对任意   nx R∈ ，有 

( ) ( )sup max .T Tx P x x P x
θθ

θ θ
∈∆∈∆

=  

考虑 Lyapunov 矩阵 [ ] ( )( ):xL P xθ ∗= ，其中 ( ) ( )arg max Tx x P x
θ

θ θ∗

∈∆
= 。对于任何正数  a ， 

( ) ( )2arg max arg maxT Tx P x a x P x
θ θ

θ θ
∈∆ ∈∆

= 。这意味着 ( ) ( )x axθ θ∗ ∗= ，即 [ ] [ ]x axL L= 。这表明， ( ) [ ]
T

xV x x L x=

是二阶齐次函数。其凸性是也很容易证明。 
因此，我们可选择的拟二次 Lyapunov 函数形如： 

( ) [ ] ( )max .T T
xV x x L x x P x

θ
θ

∈∆
= =                              (18) 

它满足定理 1 所需的凸性和齐次性条件。如文献[12]，在不等式(17)左乘 

( )( ): k
T

n rT I A θ Λ 
=


−  

同时右乘它的转置，则有下面不等式成立： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

  ( )

0,

T T T T
a r k r k r k r k r k r k

T TT T
r k r k k r b r k

P A G A A G A A G A

A G A A P A

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

− Λ Λ + Λ Λ Λ Λ

Λ Λ Λ Λ

−

+ − 

      (19) 

即对{ } ( )k k N
t

∈
∈Θ ∆ ，有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,
T T

k r b r k aA P A Pθ θ θ θΛ Λ −                           (20) 

继而对于任意的 0,  ax θ≠ ∈∆，有 

( ) ( )maxT T
ax P x x P x

θ
θ θ

∈∆
≤ .                                (21) 

那么，对于任何{ } ( )k k N
t

∈
∈Θ ∆ ， kθ ∈∆  

( ) ( ) ( )1k r kkx t A x tθ+ Λ= .                                  (22) 

由(20)~(22)下列关系式对于任意的 ( ) 0kx t ≠ ， bθ ∈∆有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 max .T T
k b k k kx t P x t x t P x t

θ
θθ+ + ∈∆

<                           (23) 

需要注意的是 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1arg max T
k k kx t x t P x t

θ
θδτ ∗

+ + +∈∆
= .                         (24) 

关系式(23)适用于任何 bθ ∈∆，因此当 ( )( )1b kx tθ θ ∗
+= 也同样成立。如(18)给出的 ( )V x 的定义，对

所有的 ( ) 0kx t ≠ ，我们推出 

( )( ) ( )( )1 .k kV x t V x t+ <                                      (25) 
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这就说明存在一个满足定理 1 的条件的函数。 

3.2. 脉冲重置设计 

在本节将给出问题 2 的解决方法。即给出使系统(1)稳定的重置系统(2)中重置矩阵的 rA 的设计方法。

该方法是基于重置受限的情况下，因为可能只有部分系统变量会经历跳跃。为了阐明稳定问题的假设，

我们记 pn
px R∈ 为连续状态变量，

nx R η
η ∈ 为可能经历重置的变量。显然，该系统状态应该满足 pn n nη+ = 。

不失一般性，假系统(1)的状态形如 ( )  
TT Tx x η= 。而使我们感兴趣的是： 

( ) ( ) ( )x pt R Cx t R tηη η− −= +                                  (26) 

其中C 为适当维数的常矩阵， ,xR Rη 是将要设计的矩阵。为将约束(26)表示为形如(2)的形式，记： 

pn
r

x

A
R C Rη

Ι Ο 
=   
 

                                       (27) 

下面的定理证明了如何用定理 2 的方法推导出形如(26)的重置矩阵。 
定理 3：考虑系统(1)以及重置控制(26)，与其相关联的重置矩阵形如(27)。此外，考虑取值与如(5)

描述的重置序列集 ( )Θ ∆ 的序列 τ 。如果存在矩阵 ( )P θ ， ( ) : n nP R ×∆ →⋅ ，关于 θ 连续，且

( ) ( ) 0,  TP P θ θθ = ∈∆ ，以及适当维数的  ,G Wη 和 xW ，对所有 , ,a bθ θ ∈∆ 满足以下线性矩阵不等式 

( ) ( )( )
( ) ( )

0a k

b
T

k

T TW

G G

P

W P

θ θ

θ θ

 

+ −

Λ 
 Λ 


                               (28) 

其中， 

, ,p pn n

x

G W
W C WG η

Ι Ο Ι Ο   
 = =    Ο   

                              (29) 

那么闭环系统(1)，(26)和(27)的平衡点   0x∗ = 全局一致指数稳定，其中，
1

x xR G W
−

= ,
1

R G Wη η

−
= 。 

证明 假设存在对称正定矩阵 ( ) ,  a aP θ θ ∈∆，和满足条件(28)的形如式(29)的矩阵 G 和W 。那么

( )T
bG G P θ+ − 也是正定的，这意味着 0TG G+  ，即G 是可逆的。现在考虑 1

rA G W−= 。由 rW GA= ，

及不等式(28)，对 ,  a bθ θ∀ ∈∆有： 

( ) ( )( )
( ) ( )

0a r k

r b

T

T
k

P GA

GA G PG

θ θ

θ θ+

 Λ 
 Λ −


                              (30) 

这使能够证明以 1G W− 为重置矩阵的系统(1)和(2)的指数稳定性(应用定理 2)。由式(29)给出的G 和W
使得 rA 具有以下形式： 

1
1 1

pp p
n

r
n n

x x
W C WG G W C G W

A G W
η η

− −
−

   
  = = =       

Ι ΟΙ Ο Ι Ο

Ο  
.                      (31) 

其中
1

x xR G W
−

= ，
1

R G Wη η

−
= 。 

3.3. 算例 

考虑如系统(1)所述的采样数据控制，其中： 

( )
0 1 0

, , 3.5 11.5 .
0 0.1 0.1c cA B K   

= = = −   −     
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保证系统(1)稳定性的最大恒定的采样时间间隔，在文献[9]中给出的是 1.3277(图 1)。当采样间隔不

再恒定，在文献[13]-[15]提供了保证稳定性的采样间隔上界为 0.8696。在文献[16]，被提高到 0.8871，文

献[9]又上升为 1.1137(图 2)。因此可以看出，相比于恒定采样间隔，变化的采样区间将导致区间长度的值

更保守。这是合理的，因为需要保证系统在不同采样间隔下都能达到稳定的。 
在本文中，利用定理 3.3.1，我们可以对∆的长度进行估计，使得尽管重置间隔是变化的，也能保证

系统是稳定的。我们算出满足条件的 θ = 2.21。而当 θ = 2.21，在没有重置的情况下，该系统是不稳定的

(图 3)。同时，利用定理我们可以计算出 

0.0614 1
1 0.1614rA  

=  
 

 

最后得出，在重置矩阵的作用下，当采样间隔最大化到 θ = 2.21 时，系统依然保持稳定(图 4)。这是

很好的结果。 

4. 结论 

本文研究了具反馈控制的线性时不变脉冲系统的稳定性问题。将脉冲系统看作特殊的重置系统，我

们得到，在脉冲作用下，系统能保持原来的稳定性，甚至可以使一个原来不稳定的系统在脉冲的作用下

而稳定。我们以经典的 Lyapunov 方法为基础，以线性矩阵不等式(LMIs)的形式给出使系统平衡点全局一 
 

 
Figure 1. Constant sampling interval 1.3277 
图 1. 最大恒定采样间隔 1.3277 

 

 
Figure 2. Varying sampling interval [0 1.1137] 
图 2. 最大变化采样间隔[0 1.1137] 

 

 
Figure 3. Unstable without reset 
图 3. 无重置情况下，系统不能稳定 
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Figure 4. Stable without reset 
图 4. 重置后系统保持稳定 

 

致指数稳定的充分必要条件。并以此为基础，对不稳定的微分控制系统，给出使系统指数稳定的脉冲重

置的方法及重置矩阵的形式。 
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