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Abstract 
To establish a rock statistical damage constitutive model taking the defects such as the rock mi-
cro-cracks and the characteristics of their random distribution into account, the vital steps are to 
select a method scientifically to measure the rock micro-strength, which is capable of reflecting its 
damage conditions; as well as the pattern of randomly distributed damage in rock and the deter-
mination of the model parameters. Firstly, a damage constitutive equation for rock under three 
dimensional stress conditions is established, in terms of the Lemaitre’s hypothesis of strain equi-
valence; then discussions are presented in detail to address the frequently employed rock 
strength criterions such as M-C strength criterion and the rock micro-element strength probability 
models such as Weibull probability distribution. Based on the H-B criteria and the power function 
distribution, a statistical damage constitutive model for rock is proposed, and the method of de-
termination for the relative model parameters is suggested; Furthermore, a case study is intro-
duced to testify the validity of the constitutive model and the method to obtain the parameters 
which are proposed in this paper; at last, suggestions on the further research and its method are 
addressed. 
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摘  要 

从岩石微裂隙等缺陷及随机分布的特点出发，建立岩石损伤统计本构模型，其核心在于科学地选取反映

损伤程度的岩石微元强度度量方法、岩石内部损伤随机分布的形式以及模型参数。首先基于Lemaitre应
变等价性假说建立了三维应力作用下岩石损伤本构方程，讨论了常用的M-C等3个岩石强度准则和

Weibull分布等5个岩石微元强度概率模型。然后基于H-B强度准则和幂函数分布建立了岩石的损伤统计

本构模型，并给出了相关参数的确定方法，借助引用的实例验证了本文所建模型和参数确定方法的有效

性，最后建议了下一步研究的重点方向。 
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1. 引言 

岩石是一种或多种矿物的集合体，经历了复杂的结构变动历史，在宏观裂纹出现之前，其内部已经

产生了微裂纹及微观空洞，材料中的这些微观缺陷的出现和发展即为损伤。对于岩石来说，其强度理论

的核心问题是本构模型。实际上，岩石损伤理论就是研究受损材料的损伤演化规律及其破坏的理论，其

核心问题是损伤模型，即确立损伤变量及其转化的问题。 
Krajcinovc D 等[1] [2]假设岩石微元强度服从 Weibull 分布，以轴向应变表示岩石微元强度，建立了

特定围压下岩石破裂全过程的损伤本构关系。蒋薇[3] [4]岩石微元强度服从对数正态分布和二次抛物线型

Mohr 强度准则，建立了三轴压缩条件下岩石的损伤本构模型。岳洋[5]基于应变强度理论和岩石微元强度

服从幂函数分布的假定，建立了岩石破坏过程中的损伤统计本构模型。谢和平院士[6]建议用分形几何的

方法，用分形维数来沟通微观量与宏观量之间的联系，大大简化分析和计算过程，为岩石类材料的损伤

断裂研究开辟了一条新途径。在岩石强度准则方面，许江[7]、曹文贵[8]等采用 Drucker-Prager 准则来表

达岩石微元强度，但 Drucker-Prager 准则是比较保守的，不如 Mohr-Coulomb 准则和 Hoek-Brown 准则准

确。陈星等[9]通过分别采用 Mohr-Coulomb 准则和 Hoek-Brown 准则模拟卸荷岩体力学性质的试验，表明

Hoek-Brown 准则描述岩体的破坏模式更准确。总结目前的研究现状，岩石损伤统计本构模型的建立过程

就是选择损伤模型、强度准则、岩石微单元强度概率模型的过程，关键点是选取三者的计算公式。目前

不同的学者已经根据不同的强度准则和微单元强度概率模型研究了不同的岩石损伤统计本构模型[10]- 
[19]，但是还没有 H-B 准则与幂函数概率模型组合的岩石统计损伤本构模型。 

本文对目前公开常用的微元屈服准则和微元概率分布模型进行了总结归纳，找出了建立岩石统计损

伤模型的普遍方法，并借助该方法建立了 H-B 准则与幂函数概率模型组合的岩石统计损伤本构模型，然

后引用实例证明本文所建模型和参数确定方法是合理的。 

mailto:eestls@mail.sysu.edu.cn
mailto:772192033@qq.com
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2. 损伤模型的建立 

2.1. 损伤本构关系 

根据 Lemaitre 应变等价性假说[20]，假定岩石微元破坏前服从广义 Hooke 定律，可建立岩石损伤本

构的基本关系式： 

( ) ( )1 1D E Dσ σ ε∗= − = −                                   (1) 

式中，σ 为应力， ε 为应变， D 为损伤变量， E 为弹性模量。 
用有效主应力 1σ 代入式(1)，得到三维应力作用下岩石损伤本构方程: 

( ) ( )1 1 2 3+ +E Dσ ε ν σ σ= 1-                                      (2) 

式中ν 为泊松比。 
显然，确定损伤本构关系的关键是确定损伤变量 D 。 

2.2. 损伤变量 

在连续加载过程中，岩石内部微结构一旦损伤便开始表现出不可逆性。损伤的持续扩展，使得岩体

各微结构的微元件有效应力不断集中与增大，而局部损伤的发生与扩展又不断削弱岩石的整体承载能力，

这反过来又导致其他岩石微元件有效应力继续升高，从而引发新的损伤效应。据刘立等[21]利用高倍电镜

对岩石微结构的观察，岩石内原始微裂隙的分布一般不具有显著的非均匀性。因此，可将岩石内损伤的

发生、扩展及力学特征视为一个整体的连续变化过程。 
由于岩石是一种非均匀性材料，内含大量随机分布的空隙等缺陷，因此在外荷载作用下，岩石微元

件的破坏一般具备随机性，定义损伤变量 D 为某一应力水平 F 下已经破坏的微元数目 n 与初始状态下微

元总数目 N 的比值，即 

nD
N

=                                                (3) 

根据岩石的全应力—应变曲线可知，岩石微元在破坏后并非完全失去承载能力，而仍能承受一部分

压应力与剪应力，考虑引进修正参数α ( )0 1α< ≤ [22]，即假定在某一应力水平 F 下已经破坏的 n 个微元

中真正失去承载能力的微元个数为 nα 个，则修正后的损伤变量表达式为 

nD
N
α′ =                                               (4) 

在外荷载作用下，岩石微元的破坏是随机的，并注意到 Krajicinovic 模型，损伤变量就是微元破坏概

率，因此可假定岩石微元的破坏概率 P 的微元强度分布密度函数为 ( )xφ ，则有： 

( )dF
D P x xφ

−∞
= = ∫                                         (5) 

由此可看出，损伤变量确定的关键在岩石微元强度 F 与微元强度分布密度函数为 ( )xφ 的确定[6]。 

3. 强度准则 

岩石的强度准则主要是以岩石的应力状态为依据。近 200 年来已经提出上百种准则[23]，但至今普遍

适用的强度准则尚未发现。因此，关于它的研究、讨论和应用仍然在不断的发展和创新。目前常用的岩

石强度准则有 Mohr-Coulomb 准则(M-C 准则)、Drucker-Prager 准则(D-P 准则)和 Hoek-Brown 准则(H-B
准则)。 
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3.1. M-C 准则 

大量的试验和工程实践已证实 M-C 强度理论能较好地描述岩土材料的强度特性，因而在岩土工程领

域得到了广泛的应用。然而由于 M-C 准则在三维空间的屈服面为不规则的六角形截面的角锥体表面，在

π平面上的图形为不等角六边形，存在尖顶和棱角，给数值计算带来困难[24]。其表达式为 

1 2
1 1sin cos sin sin cos
3 3

F f I J cσ σϕ θ θ ϕ ϕ = = + − − 
 

                         (6) 

式中， 1I 为第一应力不变量， 1 1 2 3+ +I σ σ σ= ； 2J 为第二应力偏量不变量， 

( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 3 2 3 1 2

1 + +
6

J σ σ σ σ σ σ = − − − ， σθ 为应力洛德角
π π
6 6σθ

 − ≤ ≤ 
 

。 

3.2. D-P 准则 

D-P 准则是在 M-C 准则和塑性力学 Mises 准则基础上扩展和推导而来。在主应力空间，D-P 准则的

屈服面为光滑圆锥，而在 π平面上为圆形，这不仅克服了数值计算的困难，且其计算效率相对较高。基

于主应力表示的 Drucker-Prager 准破坏则[7] [25]为 

( ) 1 2F f I J kσ α= = + −                                    (7) 

式中，α 、 k 为仅与岩石的内摩擦角ϕ 和粘聚力 c相关的试验常数，计算式如下： 

( )
2sin

3 3 sin
ϕα
ϕ

=
−

     
( )
6 cos

3 3 sin
ck ϕ

ϕ
=

−
 

3.3. H-B 准则 

Hoek等在参考Griffith经典强度理论的基础上，通过大量试验提出了岩体非线性破坏经验准则[9] [26] 
[27]，通常称为 H-B 准则。该准则综合考虑了岩体破碎、岩块强度、结构面强度等影响因素。 

采用 H-B 破坏准则时，岩体微元强度为： 
1
2

3
1 3 c

c

F n s
σ

σ σ σ
σ

 
= − − + 

 
                                   (8) 

式中， cσ 为完整岩体的单轴抗压强度， c
P
A

σ = ； n 、 s 均为与岩体特征有关的常数； 1σ 、 3σ 分别为最

大、最小主应力。 

4. 岩石微元强度概率模型 

根据目前的研究[3] [5] [7] [27]-[29]，岩石损伤本构模型中常用的微元强度概率模型有 Weibull 分布、

幂函数分布、正态分布、对数正态分布和泊松分布。 

4.1. Weibull 分布模型 

若假定岩石微元强度服从 Weibull 分布，则其概率密度函数为[7] [28]： 

( ) 0

1

0 0

e

mm x
Fm xx

F F
φ

 −
−  
  

=  
 

                                   (9) 

式中， x 为微元强度的随机分布变量， m与 0F 为 Weibull 分布参数。 
式(9)代入式(5)，得： 
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01 e

m
F
FD

 
−  
 = −                                          (10) 

4.2. 幂函数分布模型 

若假定岩石微元强度服从幂函数分布，则其概率密度函数[5] [29]为： 

( )
1

0 0

m
m xx
F F

φ
−

 
=  

 
                                    (11) 

式中， x 为微元强度的随机分布变量， m与 0F 为幂函数分布参数。 
式(11)代入式(5)，得： 

0

m
FD
F

 
=  
 

                                     (12) 

4.3. 正态分布 

若假定岩石微元强度服从正态分布，则其概率密度函数[3]为： 

( )
21

21 e
2π

x

x
µ

σφ
σ

− −  
 =                                   (13) 

式中， x 为微元强度的随机分布变量， µ 与σ 为正态分布参数。 
式(13)代入式(5)，得： 

( )D Fφ=                                           (14) 

式中， ( )Fφ 为标准正态分布函数。 

4.4. 对数正态分布 

若假定岩石微元强度服从正态分布，则其概率密度函数[3] [9] [27]为： 

( )

2
0

0

ln

2

0

1 e
2π

x F
s

x
xs

φ

 −
  
 −

=                                    (15) 

式中， x 为微元强度的随机分布变量， 0s 与 0F 为对数正态分布参数。 
式(15)代入式(5)，得： 

0

0

lnF F
D

s
ϕ
 −

=  
 

                                          (16) 

式中， 0

0

lnF F
s

ϕ
 −
 
 

为标准正态分布函数。 

4.5. 泊松分布模型 

唐春安[30]通过在一维情况下推导，并进行推广得到任意维数情况下服从泊松分布模型的损伤变量表

达式 

1 1 e
mxm

axD
a

 − 
 

  = − +     
                                  (17) 
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式中， m为维数 ( )1 ~ 3m = ； a 为综合完整度，表示各种缺陷的平均间距(数学期望)。 

5. 统计损伤本构模型 

通过以上的文献总结和分析，可以发现目前建立岩石统计损伤模型的普遍方法就是：基于应变等价

假设，利用微元屈服准则和微元概率分布模型相结合建立岩石的损伤统计本构模型的表达式，通过实验

数据的线性回归确定其中的参数，从而建立岩石的损伤统计本构模型。这其中，由于各自采用的岩石微

元强度屈服准则与概率分布函数不同，而出现目前存在的各种不同的岩石损伤统计本构模型。 
虽然 H-B 准则在描述岩体的破坏模式方面更准确，但是它并不能很好的反映岩石强度峰后阶段的软

化特征。同时，目前采用微元强度服从 Weibull 分布假定的较多，而采用幂函数概率分布模型的较少。因

此本文试着采用 H-B 准则与幂函数概率模型组合的模式来建立岩石损伤统计本构模型，一者以实例来说

明目前建立岩石统计损伤模型的普遍方法，二者来验证此方法是否合理。具体求解过程如下。 
将(4)、(12)式代入(2)式，得： 

( )1 1 2 3
0

1
m

FE
F

σ ε α ν σ σ
  
 = − + +    

                                 (18) 

将式(8)代入式(18)得 

( )

1
2

3
1 3

1 1 2 3
0

1

m

c
c

n s
E

F

σ
σ σ σ

σ
σ ε α ν σ σ

     − − +      = − + +  
  
     

                       (19) 

至此得到基于 H-B 准则和幂函数概率模型组合的岩石损伤本构模型，其中含有 m、 0F 、 n 、 s 共 4
个参数。 

对于参数 n 和 s [28]，由式(8)，令 0F = 可得 
2

1 3 3

c c

n s
σ σ σ
σ σ

 −
= + 

 
                                 (20) 

令 
2

1 3

c

y
σ σ
σ

 −
=  
 

， 3

c

x
σ
σ

=  

则式(20)可变为 

y nx s= +                                        (21) 

通过三轴试验数据的线性回归方法可以确定参数 n 和 s 。 
对于参数 m和 0F ，将式(19)变形移项整理得 

( )1 2 31
2

3 1
1 3 0

1
1ln ln lnc

c

En s F
m

σ ν σ σ
σ ε

σ σ σ
σ α

 − +
−       − − + = +         

 

                 (22) 
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令 
1
2

3
1 3ln c

c

Y n s
σ

σ σ σ
σ

 
  = − − +    

 

， 

( )1 2 3

1

1
ln

EX

σ ν σ σ
ε

α

 − +
− 

 =
 
 
 

 

则式(22)变为 

0
1 lnY X F
m

= +                                         (23) 

通过三轴试验数据的线性回归法亦可以确定参数 m和 0F 。 

6. 算例 

引用文献[31]和[32]中对大理岩的三轴试验资料，岩石弹性模量 93.5 GPaE = ，泊松比 0.2ν = ，粘聚

力 26.42 GPac = ，内摩擦角 31.064ϕ = °，在不同围压下岩石的峰值强度值如表 1 所示。 
假定岩体破坏服从 H-B 准则，计算可得 y-x 关系如图 1，求得 11.786n = ， 1.96s = 。令参数 0.5α = ，

同时将参数 n 、 s 代入式(24)，得到 Y-X 的关系曲线，如图 2，则参数 0.378m = − ， 0 89.747F = 。至此，

得到大理岩的损伤统计本构方程 
 

Table 1. Peak strength under different confining pressure 
表 1. 不同围压下岩石的峰值强度 

试验点 σ3(MPa) σ1(MPa) ε1(×10−3) 

1 0 77.381 1.875 

2 5 143.0952 3.438 

3 10 167.1429 3.75 

4 20 196.1905 6.25 

5 40 235.4762 13.125 

 

 
Figure 1. Obtaining parameters n and s 
图 1. 参数 n、s 分析 
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( )

-0.3781
2

3
1 3

1 1 2 3

11.786 1.96
1 0.5 + 

89.747

c
cE

σ
σ σ σ

σ
σ ε ν σ σ

     − − × +      = − × +  
  
     

           (24) 

 
根据文献[3]的数据，在围压为 40 MPa 情况下，从理论与试验两方面比较岩石的应力–应变曲线，

见图 3。如图 3 所示，采用本文所建立的本构模型所得计算结果与试验结果基本吻合，但理论值整体偏

大，这主要是由于 m 、 0F 、 n 、 s 四个参数均采用线性拟合而造成的误差。另外，随着应变的增大，理

论计算值逐渐偏离试验值，但应当指出，本文所建立的模型与试验值的最大误差不超过 25%，采用本文

所建议的方法获取岩石的应力应变关系基本上是合理可行的。 

7. 结论 

1) 岩石损伤统计本构模型的建立过程就是选择损伤模型、强度准则、岩石微单元强度概率模型的过

程，关键点是选取三者的计算公式。 
2) 本文所建立的岩石损伤统计本构模型能够较好地描述岩石弹性变形阶段的力学行为，但不适用于

描述岩石塑性变形阶段的本构关系。 
 

 
Figure 2. Obtaining parameters m and F0 
图 2. 参数 m、F0分析 

 

 
Figure 3. Comparison between analytical results and experimental 
data 
图 3. 理论和试验比较 
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3) 采用统计损伤模型，将连续介质理论和损伤理论有机的结合起来，为岩石类脆性材料的本构模型

研究开辟了新途径，但是对于岩石微元强度分布的概率函数形式的系统研究与对比分析需要进一步深入

研究。 
4) 建立能够反映岩石不同变形阶段力学特性的本构模型，是下一步需要努力的方向，这种模型尤其

是要能较为准确的表达峰值后区的残余强度。 
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