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Abstract 
A stochastically mathematical model of a stochastic SIR epidemic model with saturated incidence 
rates is proposed and analyzed, setting that all the death rate and incident rate are similarly per-
turbed by an independent Gaussian white noise. First the paper shows that the infective population 
and recovered individuals will tend to zero exponentially almost surely under some additional condi-
tion. In addition, a sufficient condition for the stationary distribution around the endemic infection 
equilibrium state of the corresponding deterministic model is derived and the solution is ergodic. 
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摘  要 

建立了一类具有饱和感染率的随机SIR模型，假设易感者、感染者及移出者三群体的自然死亡率和疾病感

染率分别受到相互独立的高斯白噪声干扰。首先证明了在一定的条件下，感染者与移出者种群将依指数

趋于灭绝。再就是相应确定性系统的地方病平衡点存在时，得到了该随机系统围绕该点具有稳定的分布

且该分布是遍历的充分条件。 
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1. 引言 

用数学建模的方法研究传染病的传播有助于描述传染病的发展和预测其变化趋势，为人们制定有效

的预防策略提供了理论依据。现实中，很多传染病的传播效率常常受到时间上的波动，如麻疹、水痘等

的疾病的感染率随着季节性的周期变化而变化[1]。因此，传染病数学模型中引入周期因素更能精确揭示

疾病传播的规律。文献[2]研究了一类具有常数出生率的 SIR 传染病模型，并证明了模型周期解的存在性。

文献[3]研究了一类非自治 SIR 传染病模型周期解。 
然而在现实情况中，生物种群的发展(疾病病菌的传播)不可避免地受到环境随机因素的干扰，并且这

样的干扰在很多情况下不能被忽略，对某些实际过程的分析有必要从通常的确定性观点转到随机的观点

[4]。文献[5]建立了一类随机 SIR 模型及具有分布时滞的模型，假设模型中的感染率系数 β 受到白噪声的

干扰： ( )dW tβ β→ + ， ( )W t 表示维纳过程，得出了系统稳定的条件。文献[6]研究了文献[5]的模型，得

出了保证平衡点稳定性更好的条件。文献[7]建立了 HIV 内部病毒感染 CD4 受体细胞的随机动力模型，

得到了易感细胞具有稳定分布和感染细胞与病毒灭绝的充分条件。文献[8]研究了一类捕食者带有疾病的

随机食饵-捕食者模型，得到了随机系统围绕确定性系统的地方病平衡点具有稳定分布的充分条件。文献

[9]提出了如下具有饱和感染率的时滞 SIR 模型： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

,
1

e
,

1
.

S t I t
S A S t

S t I t

S t I t
I I t

S t I t
R I t R t

µτ

β
µ

α α

β τ τ
µ α γ

α τ α τ
γ µ

−


= − − + +

 − − = − + +
+ − + −

 = −









                   (1) 

其中， ( )S t 为易感种群数量， ( )I t 为已感染种群数量， ( )R t 表示移出类种群数量，A 为常数补充率或出

生率， µ 为自然死亡率， β 为接触系数，α 为因病死亡率， 1α 与 2α 表示易感种群与感染种群对传染系 

数产生的抑制效应，
( ) ( )
( ) ( )1 21

S t I t
S t I t
β
α α+ +

整体项表示饱和感染率(函数)。γ 为康复率，τ 表示易感者染上疾 

病后的潜伏期。文献[10]提出的模型，是在模型(1)的基础上，不考虑率时滞因素，即认为 0τ = ；且接触

系数 β 为有正的上、下界的周期函数 ( )tβ ，即 
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( ) ( ) ( )0 : min : maxL M

t R t R
t t tβ β β β β

∈ ∈
< = ≤ ≤ =  (i.e. ( ) ( )0.1 sin 1.5t tβ = + ), 

研究了如下随机系统的渐近性质： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1
1 2
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1 2

3 3

d d d ,
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d d d ,
1

d d d .

S

I

R

t S t I t
S t A S t t S t B t
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t S t I t
I t I t t I t B t

S t I t

R t I t R t t R t B t

β
µ σ

α α

β
µ α γ σ

α α

γ µ σ

  
= − − +   + +  


  = − + + + 
+ +   

 = − +



                (2) 

本文假设种群之间的部分作用系数受到随机因素的干扰，在模型(1)的基础上，令时滞 0τ = ，考虑不

同于模型(2)且更全面的随机干扰因素： 

( )1 1dS S B tµ µ σ→ + , ( )2 2dB tβ β σ→ + , 

( )3 3dI I B tµ µ σ→ + , ( )4 4dR R B tµ µ σ→ + , 

得到如下模型： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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1 1
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R t I t R t t R t B t

β σ
µ σ

α α α α

β σ
µ α γ σ

α α α α

γ µ σ

  
= − − − −   + + + +  


  = − + + + − 
+ + + +   
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


       (3) 

其中， Sµ 、 Iµ 、 Rµ 分别为 ( )S t 、 ( )I t 、 ( )R t 的自然死亡率， iσ ， 1,2,3,4i = 为白噪声的干扰强度， ( )iB t ，

1,2,3,4i = 为相互独立的标准布朗运动。其他系数与模型(1)中一致，各系数均非负。 
本文中，( ), ,F PΩ 表示具有滤子{ } 0t t≥

F 的完备概率空间，且满足通常的条件(如{ } 0t t≥
F 右连续且 0F 包

含所有的零测度集)。对于 d 维的随机微分方程[11] 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 0d , d , d ,   x t f x t t t g x t t B t t t= + ≥ . 

设 ( ),V x t 为定义在 [ ]( )2,1
0 , ;dC R t R+× ∞ 上的函数，对 x 至少二阶连续可微和对 t 至少一阶连续可微。

算子 L 定义为 

( ) ( ) ( )
2

,1 , 1

1, , ,
2

d d
T

i i ji i ji i j

L f x t g x t g x t
t x x x= =

∂ ∂ ∂ = + +  ∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑                     (4) 

将 L 作用到函数 ( ) [ ]( )2,1
0, , ;dV x t C R t R+∈ × ∞ 上，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , ,
2

T
t x xxLV V x t V x t f x t trace g x t V x t g x t = + +   . 

2. 随机模型(3)的解的存在、唯一性 

可以看出，模型(3)满足局部 Lipschitz 条件，由文献[12]可知，对任意给定的初值 2
0x R+∈ ，方程存在

唯一的局部正解 ( )x t ， [ )0, et τ∈ ，其中 eτ 是爆炸时。事实上，可用文献[4]的方法证明模型(3)的该局部解

是全局的。 
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3. 随机系统(3)关于点
 
 
 

0 ,0,0
S

AE =
µ

的渐近性质 

容易看出，点 0 ,0,0
S

AE
µ

 
=  
 

是确定性系统(2)无病平衡点，但不是相应随机系统(3)的无病平衡点。

在传染病动力性的研究当中，无病平衡点的稳定性表明了系统中的传染病终究会灭绝，对研究系统中种

群与疾病的发展规律有重要的作用。本节研究随机系统(3)关于点 0 ,0,0
S

AE
µ

 
=  
 

的渐近性质。 

定理 1 设 ( ) ( ) ( )( ), ,S t I t R t 是模型(3)的解，初值为 ( ) ( ) ( )( ) 30 , 0 , 0S I R R+∈ 。若条件： 
1) ( ) ( ) ( )2 2 2

3 42 2I R I Rµ α µ µ α σ µ σ + + < + + +  ， 

2) max
2
2

0
42

M λβ
σ

− < ， 

均成立，则 ( ) ( )( ),I t R t 依指数几乎处处趋于 ( )0,0 。其中 max 0λ− < 为如下负定矩阵 

( ) 2
3

2
4

2
2

I I R

I R R

µ α σ µ α µ
µ α µ µ σ

 − − − − − −
 

− − − − − 
 

的最大(负)特征值。 
证明 由模型(3)可知 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
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1 2 1 2

3 3 4 4
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σ σ

 
+ = − + − + 

+ + + +  
− −

, 

设 ( ) ( ), lnV I R I R= + ，则由 ˆIto引理有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2
2

2 2
1 2 1 2

2 2 2 2
3 4 2

2 3 3 4 42 2
1 2

1 1d , d d
1 2 1

1d d d d d
12 2

I R

t SI S IV I R I R t t
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 
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 
− − + − − + + ++ +  

, 

因为 

( ) ( )
( )

( )
( )2 2 2

2
2 2 2

1 2 21 2

1 1
1 22 1

t SI tS I
I R S II R S I

β βσ
α α σα α
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, 

则有 

( ) ( )
( )

( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )

2 2 2 2
3 42 2

2

2
2 3 3 4 4

1 2

1d , 2 d
2 2

1 d d d
1

I R

t
V I R I R I R I R t

I R

SI B t I B t R B t
I R S I

β
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σ

σ
σ σ

α α

≤ + + − − − − −  +

 
+ − − + + + 

. 

上式中的 ( ) ( ) 2 2 2 2
3 42 I RI R I R I Rµ α µ σ σ+ − − − − −   可改写为 

( ) ( ) 2
3

2
4

2
,

2
I I R

I R R

I
I R

R
µ α σ µ α µ
µ α µ µ σ

 − − − − − −  
  − − − − −   

. 
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则 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

2
3

2 2 2
2 4

2
2 3 3 4 4

1 2

2( )1d , , d
2 22

1 d d d . 
1

I I R

I R R

t I
V I R I R t

RI R

SI B t I B t R B t
I R S I

β µ α σ µ α µ
σ µ α µ µ σ

σ
σ σ

α α

  − − − − − −   ≤ +    − − − − −+     

 
+ − − + + + 

 

对于矩阵 

( ) 2
3

2
4

2
:

2
I I R

I R R

C
µ α σ µ α µ
µ α µ µ σ

 − − − − − −
= 

− − − − − 
, 

若 

( ) ( ) ( )2 2 2
3 42 2I R I Rµ α µ µ α σ µ σ + + < + + +   

成立，则矩阵C 为负定矩阵，即存在 max 0λ− < 使得 

( ) ( ) ( )( )2 2
max,

I
I R C I t R t

R
λ

 
≤ − + 

 
. 

因此有 

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2 2max
2 2
2

2
2 3 3 4 4

1 2

d , d
2 2

1 d d d
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+

 
+ − − + + + 

,                (5) 

又 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )22 22 I t R t I t R t+ ≥ + ，则 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )max 2
2 3 3 4 42

1 22

1dln d d d d
4 12

t SII t R t t B t I B t R B t
I R S I

β λ σ
σ σ

α ασ
   

+ ≤ − + − −   + + +  
.     

对上式两边积分可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2max
2 3 32

1 20 02

4 4
0

ln ln 0 0 d d
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d

t t
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σ

 
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+ + 

−

∫ ∫

∫ .

 

又由文献[11]可知， 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 3 3

1 20 0

4 4
0

1 1lim d d
1
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→∞
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
− =+ 

∫ ∫

∫ ,

 

当 max
2
2

0
42

M λβ
σ

− < 时有 

( ) ( )( ) ( ) max
2
2

ln
lim sup 0     .

42t

I t R t t
a s

t
β λ
σ→∞

+
≤ − < ,                       (6) 
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即当 t →∞时， ( ) 0I t → 且 ( ) 0R t → .a s 。证毕。 

4. 随机系统(3)关于点 ( , , )* * * *E S I Y= 的分布稳定性 

由文献 [10] 可知，当
( )( )0

1

1
L

S I

AR
A
β

µ α µ α γ
= >

+ + +
时，确定性系统 (1) 存在地方病平衡点

( )* * * *, ,E S I R= ，其中 

( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

2
*

1 0 0 2

0 1
*

1 0 0 2

0 1
*

1 0 0 2

1

1
1

1
 

1

I

I S

S

I S

S

R I S R

A A
S

A R R A
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I
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R
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µ α γ α µ α

α µ
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α µ γ
µ µ α γ α µ α µ

+ + +  =
 + + − + + 

− +
=

 + + − + + 
− +

=
 + + − + + 

.

 

而该点并不是随机系统(3)的平衡点。本节研究系统(3)关于点 *E 的渐近性质。 

定理 2 设
( )( )0

1

1
L

S I

AR
A
β

µ α µ α γ
= >

+ + +
成立， ( ) ( ) ( )( ), ,S t I t R t 是模型(3)的解，初值为 2

1 0Sµ σ− > ，

2
4 0

2
Rµ σ− > ，

2
2
3 0

2I
R

γµ α γ σ
µ

+ + − − > ，且 ( )
2

2 2 2 2 2 2 2
1 3 4min , ,

2 2
R

S I
R

l S I Rµγµ σ µ α γ σ σ
µ∗ ∗ ∗

     < − + + − − −    
    

时，随机系统(3)存在一稳定分布且该分布遍历。 

其中， ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2*
1 3 4 2 32

Mc Il S I Rσ σ σ σ σ∗ ∗ ∗= + + + + ， M S I
Lc

µ µ α γ
β

+ + +
= 。 

证明 定义 1 2 3V V V V= + + ，其中， 

( )2
1 *

1
2

V R R= − , ( )2 * *
*

ln IV c t I I I
I

 
= − − 

 
, ( )2
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1
2

V S S I I= − + − , ( ) ( )
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t
µ µ α γ

β
+ + +

= . 

由 ˆIto引理有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 2 2 2
1 * * * 4 * * * 4

1 1
2 2R RLV R R I I R R R R R I I R R Rγ µ σ µ γ σ= − − − − + = − − + − − +            (7) 
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1 * * * * 2 2*
2 3

1 2 1 * 2 * 1 * 2 *

2 2*
* * * * 2 3

1 2 21

       
1 1 1 2

       sgn
2

I

t S I S ILV c t I I
S I S I

t S S S I I t S S I I Ic t
S I S I S I

Ic t t S S I I S S I I

β σ
µ α γ σ

α α α α

β α β
σ σ

α α α α α α

β σ σ

   = − − + + + +  + + + +   
 − − − −

≤ − + + + 
+ + + + + +  

≤ − − − − + +



 

,

             (8) 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )

22
2 231

3 * * * *

22
2 2 2 231

* * * *

2 2

       
2 2

S I

S I S I

LV S S I I S S I I S I

S S I I S S I I S I

σσ
µ µ α γ

σσ
µ µ α γ µ µ α γ

  = − + − − − − + + − + +     
  = − − − + + − − + + + − − + +    

,

   (9) 

令 ( ) ( )
S Ic t

t
µ µ α γ

β
+ + +

= ，且结合基本不等式有 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2
2 2 2 2 2 231 4

* * * * *

* 2 2
2 3

2
2 2 22 2 2

1 * 3 * 4 *

*2 2 2 2 2 2 2 2
1 3 4 3 3

2 2 2

        
2

      
2 2

        .
2

S I R

R
S I

R

LV S S I I R R I I R R S I R

c t I

S S I I R R

c t I
S I R

σσ σ
µ µ α γ µ γ

σ σ

µγµ σ µ α γ σ σ
µ

σ σ σ σ σ∗ ∗ ∗

= − − − + + − − − + − − + +

+ +

   ≤ − − − − + + − − − − − −   
  

+ + + + +

  (10) 

令 M S I
Lc

µ µ α γ
β

+ + +
= ， ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2*

1 3 4 2 32

Mc Il S I Rσ σ σ σ σ∗ ∗ ∗= + + + + ，当 

2
2 2 2
1 4 30,   0,   0

2 2
R

S I
R

µ γµ σ σ µ α γ σ
µ

− > − > + + − − > , 

且 

( )
2

2 2 2 2 2 2 2
1 3 4min , ,

2 2
R

S I
R

l S I Rµγµ σ µ α γ σ σ
µ∗ ∗ ∗

     < − + + − − −    
    

              (11) 

时，可知椭球 

( )( ) ( ) ( )
2

2 2 22 2 2 2
1 * 3 * 4 *2 2

R
S I

R

S S I I R R lµγµ σ µ α γ σ σ
µ

   − − + + + − − − + − − =   
  

 

整体在 3R+ 内部。 
则由文献[12]的引理 4.1 和定理 4.1 可知本定理成立。证毕。 
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