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Abstract 
Let H  be a subgroup G . If every chief factor L K  of G , ( )G KG K N HK K L K: 

 is a 

( )HK K L Kπ -number, then H  is called satisfying Π-property in G . If there exists a subgroup 
T  of G  such that G HT=  and H T I H ≤ ≤ , where I  satisfies Π-property in G , then H  is 
called Π-supplemented in G . By the property of Π-supplemented, some new criterion of 
p-nilpotency of finite groups is obtained. 
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摘  要 

H 是群G 的子群，如果对群G 的任意主因子 L K ， ( )G KG K N HK K L K: 
是 ( )HK K L Kπ -数，
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则称 H 在G 中满足Π-性质；如果存在G 的子群T 使得G HT= ，并且 H T I H ≤ ≤ ，其中 I 在G 中满

足Π-性质，则称 H 在G 中是Π-可补充的。利用子群的Π-可补充性，得到了有限群p-幂零性的一个新的判

定方法。 
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1. 引言 

本文所讨论的群皆为有限群。文中所用的符号和概念都是标准的，对未交代的符号和概念，读者可

参阅文献[1]和[2]。本文中，我们用G 表示一个群；π 表示素数的一个集合，π ′为π 在所有素数集合中的

补集(当π 仅包含一个素数 p时，我们记作 p′ )； ( )pO G 为G 的最大正规 p -子群，相应地， ( )pO G′ 为G 的

最大正规 p′ -子群。 
众所周知，早在 1939 年，O. Ore 就在 Duke Math 上发表文章[3]，给出子群置换的概念，如果 HT TH=

那么群G 的子群 H 和T 称为可置换的；如果 H 和G 的任意子群可置换，那么 H 称为G 的拟正规子群或

置换子群[4]。作为这一工作的推广，W. E. Deskins 和 O. Kegel 分别在文章[5]和[6]引入了 s -拟正规子群(即
和所有 Sylow 子群可置换的子群)，并得到了一些和子群置换类似的性质和结论。此后，子群各类广义置

换性质被不断提出和研究，其中包括王燕鸣在文章[7]提出的 c -正规子群；M. Asaad 在文章[8]中提出的Z - 
置换子群；郭文彬等[9]提出的 X-置换子群；苏向盈[10]和 T. Foguel [11]研究的半正规子群，胡滨等[12]
讨论的 c -半置换子群；李保军、张志让[13]研究的 s -条件置换子群以及 A.Ahnmad 等[14]中引入的 cU -正
规子群等。近年来，Skiba [15]利用特定阶的准素子群的弱 s-置换性刻画群结构是子群广义置换研究方面

的一个出色工作。 
对子群置换性质的研究，一个自然的问题是，对于各类广义子群置换子群，它们是否有共同的性质？

基于这一问题的思考，李保军[16]引入了子群Π -性质和Π -可补充性质的概念： 
定义 1.1 [16]： H 是群 G 的子群，如果对群 G 的任意主因子 L K ， ( ): G KG K N HK K L K

是

( )HK K L Kπ  数，则称 H 在G 中满足Π -性质；如果存在G 的子群T 使得G HT= ，并且 H T I H≤ ≤ ，

其中 I 在G 中满足Π -性质，则称 H 在G 中是Π -可补充的. 
文[16]的工作表明，子群Π -性质为众多已有广义置换性质的一个本质特征。利用子群的Π -性质和Π - 

可补充性质，我们已得到了群结构的一些好的描述(参见[16] [17])，本文我们将进一步研究Π -可补充子

群与群的幂零性的联系。 

2. 一些基本性质和引理 

Π -可补充子群的概念是建立在子群Π -性质上的，而我们知道Π -性质是子群的一类重要性质，众多

被广泛研究的广义置换子群都具有Π -性质。 
命题 2.1：([15]，命题 2.2)设G 是群， H G≤ ，如果满足下列条件之一，那么 H 在G 中就具有Π -性

质： 
(1) H 在G 中是正规的； 
(2) H 在G 中是拟正规的； 
(3) H 在G 中是 s -拟正规的； 
(4) H 在G 中是与G 的所有 Sylow 子群 X -可置换的，其中 X 是G 的一个可解正规子群。 
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回忆，设 L K 是群G 的一个主因子，H 是G 的一个子群，若 L HK⊆ ，则称 H 覆盖 L K ；若 L H K⊆ ，

则称 H 避开 L K ；如果 H 覆盖或者避开群G 的任意一个主因子，则称 H 是群G 的一个CAP -子群。群

G 的一个正规子群 N 称为超可解超中心的，如果 N 的所有G -主因子循环。群G 的所有这样的正规子群

N 的积称为G 的超可解超中心，记作 ( )GZ G H∞
U 。 

命题 2.2：([15]，命题 2.3)设G 是群， H G≤ ，当满足下列条件之一时，则 H 在G 中具有Π -性质： 
(1) H 是G 的一个CAP -子群 
(2) ( )G GH H Z G H∞⊆ U  
我们需要以下引理来证明我们文章的主要结果。 
引理 2.1：([17]，引理 2.1)设G 是群， H G≤ ，T G ，则有下面结论： 
(1) 如果 H 在G 中具有Π -性质，那么 HN N 在G N 具有Π -性质； 
(2) 如果 H 在G 中具有Π -性质，那么 H 在G 中是Π -可补充的； 
(3) H 在G 中是Π -可补充的，如果 N H⊆ 或者 ( ), 1H N = ，那么 HN N 在G N 是Π -可补充的； 
(4) H 在G 中是Π -可补充的，则 xH 在G 中是Π -可补充的，对任意 x G∈ 。 
引理 2.2：([17]，引理 2.3)设 H 为G 的 p -子群， N 为G 的极小正规子群。又设 H 在G 中是Π -可补

充的。如果 H 正规与G 的某个 Slow p -子群 pG ，则 H N N= 或 1。 
引理 2.3：设 N 为G 的正规 p -子群且 nN p≤ 。如果 ( )( ) ( )( )2 1 1 1, 1 nG p p p− −− = ，则 ( )N Z G∞≤ 。 
证明：设 L N≤ 为 G 的一个极小正规子群。则 N L 为 G L 的正规 p -子群且 nN L p≤ 。显然

( )( ) ( )( )2, 1 1 1 1nN L p p p− −− = 仍成立。因此，由归纳， ( )N L LZ G∞≤ 。于是我们只需证明 ( )L Z G∞≤ 。

设 ,mL np m= ≤ 。由 N C 定理(参见[2]，第 I 章，定理 5.7)， ( )GG C L 同构与 ( )Aut L 的一个子群。但由 

于 ( )
( )

( )( ) ( )
1

22Aut 1 1 1
n n

nL p p p p
−

− − − 且 ( )( ) ( )( )2 1 1 1, 1 nG p p p− −− = ，因此 ( )GG C L 为 p -群。由 

[1, 1.7.11]知， ( ) 1GG C L = ，即 ( ) ( )L Z G Z G∞≤ ≤ 。引理成立。 
引理 2.4：([17]，定理 1.3)设G 为一个群 p为素数且 ( )( ) 1, 1G p − = 。又设 E 为G 的一个正规子群满

足G E 为 p -幂零群，P 为 E 的一个 Sylow p -子群。如果 P 的所有 p阶和 4 阶(当 P 为非交换 2-群)子群在

G 中是Π -可补充的，则G 为 p -幂零群。 

3. Π-可补充子群与群的 p-幂零性 

定理 3.1：设G 为一个群 p为奇素数且 ( )( ) ( )( )2 1 1 1, 1 nG p p p− −− = 。又设 E 为G 的一个正规子群

满足G E 为 p -幂零群， P 为 E 的一个 Sylow p -子群。如果 P 的所有 np 阶子群在G 中是Π -可补充的，

则G 为 p -幂零群。 
证明：设结论不成立并设G 为极小阶反例，即所有满足定理条件且阶小于 G 的群为 p -幂零群。我

们通过以下步骤完成证明。 
(1) ( ) 1pO G′ =  
显然 ( )pG O G′ 有正规子群 ( ) ( )p pEO G O G′ ′ 满足 ( )( ) ( ) ( )( )p p pG O G EO G O G′ ′ ′ ，且 ( ) ( )p pPO G O G′ ′

为 ( ) ( )p pEO G O G′ ′ 的一个 Sylow p -子群。由引理 2.1， ( ) ( )p pPO G O G′ ′ 的所有 np 阶子群在 ( )pG O G′ 中是

Π -可补充的。另一方面， ( ) ( )( ) ( )( )21 1 1 1, n
pG pO G p p′ − − − = 显然成立。因此，由G 的选择， ( )pG O G′

为为 p -幂零群，而由此又立即可得出G 为 p幂零群，矛盾于G 的选择。(1)成立。 
(2) G 可解且 ( ) 1pO G ≠ . 
因为 ( )( ) ( )( )2 1 1 1, 1 nG p p p− −− = 且 p为奇素数，知 G 与 2互素，即G 为奇阶群。由 Feit-Thompson

奇阶群定理得G 可解。进而由(1)得 ( ) 1pO G ≠ (参见[2]，第 V 章，定理 1.5(4))。 
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(3) 设 N 为G 的一个极小正规子群且 ( )pN O G≤ 。则 N 为 p阶循环群且 ( )N Z G≤ 。 
因为 ( )pN O G≤ ，所以 N 为交换 p -群。若 N E ，则 NE E 为G E 的主因子。但G E 为 p -幂零群，

因此 N NE E≅ 为 p阶循环群。设 N E⊆ 。如果 nN p≤ ，则由引理 2.3 知 ( )N Z G∞≤ 。由 N 为G 的一个

极小正规子群得 N 为 p阶循环群且 ( )N Z G≤ 。设 nN p> ，则 N 有真子群 H 使得 nH p= ，并且由 p群
性质(参见[2]，第 IV 章，定理 5.4)可设 H 为G 的 Sylow p -子群 pG 的正规子群。由定理条件， H 在G 中

是Π -可补充的。因此存在G 的子群T ，使得G HT= 且 H T I H≤ ≤
，其中 I 在G 中有Π -性质。由于

HT NT⊆ ，NT G= 。显然 N T T  。另一方面，由于 N 为交换群，N T N  。因此 N T NT G=  。

如果T G≠ ，则 N T N≠ ，从而 1N T = 。于是 : : nN G T HT HT p= ≤ == ，矛盾。因此T G= 且进

而有 H TH I= = 在G 中有Π -性质。由引理 2.2，得 N H= ，矛盾。(3)成立。 
(4) 最后的矛盾 
由 p为奇数且 ( )( ) ( )( )2 1 1 1, 1 nG p p p− −− = ，知G 为奇数阶群。由 Feit-Thompson 奇阶群定理知G

为可解群。由(1)及[2]，第 V 章，定理 1.6， ( ) 1pO G ≠ 。令 N 为G 的一个极小正规子群且 ( )pN O G≤ 。

由(3)， N p= 。因此由引理 2.1， E N 的 Sylow p -子群 P N 的所有 1np − 阶子群在G N 中Π -可补充的。

由于当 1n > 时， ( )( ) ( )( )2, 1 1 1 1nG N p p p− −− = 显然成立。因此由归纳，此时有G N 为 p -幂零群。

又由(3)， ( )N Z G≤ ，所以G 为 p -幂零。若 1n = ，则由引理 2.4 可得G 为 p -幂零，与G 的选择(非 p -幂
零)矛盾。这一是最后一个矛盾，定理证明完成。 

由命题 2.1；2.2 和引理 2.1 以及定理 3.1，我们可以得到以下推论： 
推论 3.1：设G 为一个群 p为奇素数且 ( )( ) ( )( )2 1 1 1, 1 nG p p p− −− = 。又设 E 为G 的一个正规子群

满足G E 为 p -幂零群， P 为 E 的一个 Sylow p -子群。如果 P 的所有 np 满足以下条件之一，则G 为 p -幂
零群： 

(1) 在G 中是正规； 
(2) 在G 中拟正规； 
(3) 在G 中是 s -拟正规； 
(4) 在G 中是与G 的所有 Sylow 子群 X -可置换的，其中 X 是G 的一个可解正规子群； 
(5) 是G 的一个CAP -子群； 
(6) 含于G 的超可解超中心中。 
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