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Abstract 
This paper studies the stability of neutral system with time-varying delays and nonlinear pertur-
bations. The stability of the system with time-varying delays and nonlinear perturbations is ana-
lysed by choosing a proper Lyapunov-Krasovskii functional, applying the Linear Matrix Inequality 
(LMI), and using the Lyapunov-Krasovskii stabilization theorem. 
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摘  要 

本文研究具有非线性扰动的时变时滞中立性系统的稳定性。通过选取合适的Lyapunov-Krasovskii泛函，

应用LMI不等式和Lyapunov-Krasovskii稳定性定理对时滞相关的非线性扰动系统进行稳定性分析。 
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1. 引言 

时变时滞中立系统是指中立时滞和状态时变时滞均为时变的中立型系统.时变时滞中立系统已有许

多深刻的研究结果，例如文献[1]-[2]用莱布尼茨公式和自由权矩阵方法研究时变时滞中立系统的稳定性。

具有非线性扰动的时变时滞中立型系统引起了许多研究者的兴趣，例如文献[3]研究具有非线性扰动的指

数稳定性，文献[4]研究具有非线性扰动的中立型系统的鲁棒稳定性。此外，文献[5]-[7]所研究的系统不

仅具有非线性扰动，而且有不同的中立时滞和时变时滞。本文研究一类更一般的具有非线性扰动的时变

时滞中立型系统，对此系统进行稳定性分析，并给出渐近稳定的充分条件。 
本文考虑如下具有时变时滞中立型系统： 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )2

d , , ,
d

, max , ,0 .

x t g t x t h t Ax t Bx t t f t x t t
t

x t t t h

τ τ

ϕ τ

  − − = + − + −  

  = ∈ − 

           (1.1) 

其中 ( ) nx t ∈R 表示系统的状态向量， [ ), : 0, n nf g +∞ × →R R ， , n nA B ×∈R 是常数矩阵， ( ) ( ),h t tτ 分

别是中立时滞和时变时滞，满足： 

( ) ( ) ( ) ( )1 20 , 0 1; , 0 1.d dh t h h t h t tτ τ τ τ τ≤ ≤ ≤ ≤ < ≤ ≤ ≤ ≤ <

                (1.2) 

这里 1 2, , , ,d dh hτ τ τ 都是正常数， ( )tϕ 是在 ( )2max ,h τ −  上连续的初始函数。并且 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )d , , , 1
d t xg t x t h t g t x t h t g t x t h t x t h t h t
t
 − = − +∇ − − − 



  

记 ( )( )( ) ( )( )( )1 1: , ,tG G t x t h t g t x t h t= − = − ， ( )( )( ) ( )( )( )2 2: , ,xG G t x t h t g t x t h t= − = ∇ − ，其中非线性

函数 

( )( )( ),f t x t tτ− ， ( )( )( ) ( )( )( )1 2, , ,G t x t h t G t x t h t− −
 

满足： ( ),0 0,f t = ( ) ( )1 2,0 0, ,0 0,G t G t= = 及 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )T 2 T T 2 T T
1 1 2 2, , ,f f x t x t G G x t h t x t h t G G aIα β≤ ≤ − − ≤          (1.3) 

其中 0, 0,0 1aα β> > < < 是给定的常数。 

2. 具有非线性扰动的时变时滞中立系统的稳定性分析 

系统(1.1)改写为： 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1

2

2

, ,

, 1 ,

, max , ,0 .

x t Ax t Bx t t f t x t t G t x t h t

G t x t h t x t h t h t

x t t t h

τ τ

ϕ τ

 = + − + − + −

 + − − −


  = ∈ − 





               (2.1) 

为了得到系统(2.1)的稳定性条件，我们需要下面的引理。 
引理 2.1 [5]对于任意常矩阵 T 0Z Z= > ，常数 1 20, 0, 0h τ τ> > > 有 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )T
T 1d d d

t t t

t h t h t h
s Z s s s s Z s s

h
ρ ρ ρ ρ

− − −
− ≤ −∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 1

2 2 2

T
T

2 1

1d d d
t t t

t t t
s Z s s s s Z s s

τ τ τ

τ τ τ
ρ ρ ρ ρ

τ τ
− − −

− − −
− ≤ −

−∫ ∫ ∫ . 

引理 2 . 2 ( S c h u r 补 ) [ 8 ]  给定适当维数的常矩阵 1 2 3, ,Ω Ω Ω ， T
1 1Ω = Ω ， T

2 2 0Ω = Ω > ，那么 
T 1

1 3 2 3 0−Ω +Ω Ω Ω < 成立，当且仅当 

T
1 3

2

0
 Ω Ω

< 
∗ −Ω 

或者
T

2 3

1

0
 −Ω Ω

< 
∗ Ω 

。 

引理 2.3[9] 给定适当维数的矩阵 T , ,Q Q E D= ，那么对于所有满足 ( ) ( )TF t F t I≤ 的 ( )F t ，不等式

( ) ( )T T T 0Q DF t E E F t D+ + < 成立的充分必要条件是存在一个常数 0δ > 使得 1 T T 0Q DD E Eδ δ−+ + < 。 

根据 Lyapunov 理论，对于系统(2.1)的 Lyapunov-Krasovkii 泛函 ( )V t ，如果
( )d

0
d

V t
t

< ，那么系统(2.1)

是渐近稳定的。从而有如下结果： 
定理 2.1. 对于给定的常数 1 20, 0, 0, 0, 0,h τ τ α β> > > > > 0 1a< < 满足条件(1.2)、(1.3)，且存在线性

矩阵不等式： 

11 12 13 14 15 16

22 23 24 25 26

33 34 35 36

44 45 46

55 56

66

0

P P P P P P
P P P P P

P P P P
P

P P P
P P

P

 
 ∗ 
 ∗ ∗

= > 
∗ ∗ ∗ 

 ∗ ∗ ∗ ∗
 
∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

， 

11 12

22

0
R R

R
R

 
= > ∗ 

，
11 12

22

0
S S

S
S

 
= > ∗ 

，
11 12

22

0
T T

T
T

 
= > ∗ 

， 

11 12

22

0
W W

W
W

 
= > ∗ 

，
11 12

22

0
X X

X
X

 
= > ∗ 

，
11 12

22

0
Y Y

Y
Y

 
= > ∗ 

， 

和存在常数： 0, 1,2,3i iε ≥ = ， 0λ > 使得下列线性矩阵不等式成立： 
T 1 T T

0cD D E E A Z
Z

λ λ− Ω + +
< 

∗ − 
                                (2.2) 

其中 

( )T T T T
1,1 11 11 15 15 11 11 2 1 11 11P A A P P P S W X hY A H HAτ τΩ = + + + + + + − + + + , 

( )( )T T
1,2 11 12 14 25 15 161 dP B A P P P P P HBτΩ = + + + − − + + , 
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1,3 0Ω = , 1,4 14PΩ = − , 1,5 16PΩ = , 1,6 12PΩ = , 1,7 0Ω = , 1,8 15PΩ = , 1,9 0Ω = , 

1,10 13PΩ = , 1,11 0Ω = , T T
1,12 14 45A P PΩ = + , T T

1,13 15 55A P PΩ = + , 

T
1,14 16 56A P PΩ = + , 1,15 11P HΩ = + , 1,16 11P HΩ = + , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T 2
2,2 12 12 24 24 25 25 26 26 11 11 1 1 1 1d d d d dP B BP P P P P P P R Iτ τ τ τ τ ε αΩ = + + + − − − − − − − − − − + , 

2,3 0Ω = , 2,4 24PΩ = − , 2,5 26PΩ = , ( )2,6 22 121 dP RτΩ = − − , 2,7 0Ω =  

( ) ( )T T T T
2,8 13 34 35 361 1d dB P P P Pτ τΩ = + − − − − , 2,9 0Ω = , 2,10 23PΩ = , 2,11 0Ω = , 

( ) ( )T T T T
2,12 14 44 45 461 1d dB P P P Pτ τΩ = + − − − − , 

( ) ( )T T T
2,13 15 45 55 561 1d dB P P P Pτ τΩ = + − − − − , 

( ) ( )T T T T
2,14 16 46 56 661 1d dB P P P Pτ τΩ = + − − − − , T

2,15 12PΩ = , T
2,16 12PΩ = , 

( )3,3 11 111 dR SτΩ = − − , ( )3,7 12 12
11
2 dR SτΩ = − − , 

3,4 3,5 3,6 3,8 3,9 3,10 3,11 3,12 3,13 3,14 3,15 3,16 0Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = Ω =  

4,4 4,5 4,6 4,7 0Ω = Ω = Ω = Ω = , T
4,8 34PΩ = − , 4,9 4,10 4,11 0Ω = Ω = Ω = , 

T
4,12 44PΩ = − , 4,13 45PΩ = − , 4,14 46PΩ = − , 4,15 4,16 0Ω = Ω = , 

5,5 5,6 5,7 0Ω = Ω = Ω = , T
5,8 36PΩ = , 5,9 5,10 5,11 0Ω = Ω = Ω = , 

T
5,12 46PΩ = , T

5,13 56PΩ = , T
5,14 66PΩ = , 5,15 5,16 0Ω = Ω = , 

( )6,6 221 d RτΩ = − − , 6,7 0Ω = , 6,8 23PΩ = , 6,9 6,10 6,11 0Ω = Ω = Ω = , 

6,12 24PΩ = , 6,13 25PΩ = , 6,14 26PΩ = , 6,15 0Ω = , 6,16 0Ω = , 

( )7,7 22 22
11
2 dR SτΩ = − − , 7,8 7,9 7,10 7,11 7,12 7,13 7,14 7,15 7,16 0Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = , 

( ) 2
8,8 11 21 dh T Iε βΩ = − − + , 8,9 0Ω = , ( )8,10 33 121 dP h TΩ = − − , 8,11 0Ω = , 

8,12 8,13 8,14 0Ω = Ω = Ω = , T
8,15 8,16 13PΩ = Ω = , ( )9,9 11 11

11
2 dT h WΩ = − − , 

9,10 0Ω = , ( )9,11 12 12
11
2 dT h WΩ = − − , 9,12 9,13 9,14 9,15 9,16 0Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = , 

( ) T
10,10 22 2 21 dh T G ZGΩ = − − + , 10,11 0Ω = , 10,12 34PΩ = , 10,13 35PΩ = , 10,14 36PΩ = , 10,15 10,16 0Ω = Ω = , 

( )11,11 22 22
11
2 dT h WΩ = − − , 11,12 11,13 11,14 11,15 11,16 0Ω = Ω = Ω = Ω = Ω = , 12,12 12,13 12,14 0Ω = Ω = Ω = ,  

T
12,15 12,16 14PΩ = Ω = , 13,13 13,14 0Ω = Ω = , T

13,15 13,16 15PΩ = Ω = , 14,14 0Ω = , T
14,15 14,16 16PΩ = Ω = , 15,15 1IεΩ = − , 

15,16 0Ω = , 16,16 2 IεΩ = − , 
T

1,10 2,10 13 14 15 160 0 0 0 0 0 0 0D P P P P Z Z = Γ Γ  , 

[ ]0 0 0 0 0 0 0 0E I I I I I I I I= , 

T T
1,10 11P H A ZΓ = + + , T T

2,10 12P B ZΓ = + , ( )12 12 2 1 12 12H S W X hYτ τ= + + − + ,  
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( )22 22 2 1 22 22Z S W X hYτ τ= + + − + , [ ]0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0cA A B I I= . 

则系统(2.1)是渐近稳定的。 

证明：选取恰当的 Lyapunov-Krasovkii 泛函：
4

1
i

i
V V

=

= ∑  

( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
2

1
2

1
2

1
2

1

2

T
1

T T
2

T T
3

0T T
4

d d

d d

d d

t t t

t t t t

t h t t

t h t t h t

t t

t h t

V t P t

V s R s s s S s s

V s T s s s W s s

V s X s s s Y s s

τ

τ τ

τ

τ θ θ

ζ ζ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

−

− −

−

− −

−

− + − +

=

= +

= +

= +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

                     (2.3) 

其中 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1

2

T T TT T T T d d d
t t t t

t t t t t
t x t x t t x t h t x s s x s s x s s

τ τ

τ τ τ
ζ τ

− −

− − −
 = − −  ∫ ∫ ∫ , 

( ) ( ) ( )T T Ts x s x sρ  =    

对 ( )V t 关于 t 沿着系统(2.1)求导： 

( ) 1 2 3 4V t V V V V= + + +      

( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )
( )( )

( )( ) ( )
( ) ( )

T
1

1 2

T

2

1

1 2

T

2

2

1

1

12
1

1

1

2

1 d

V t P t

Ax t Bx t t f G G x t h t h t

x t t t

x t h t h tt P
x t t t x t

x t x t t t

x t x t t t

Ax t Bx t t f G G x t h t

x t t

x t h t
t P

x t t x t

x t x t

ζ ζ

τ

τ τ

ζ
τ τ τ

τ τ

τ τ τ

τ

τ

ζ
τ τ

τ τ

=

 + − + + + − −
 
 − −
 
 − −

=  
− − − − 

 
− − − 

 − − − − 

+ − + + + −

−

−
≤

− − −

− − −







 

















( )( )
( ) ( ) ( )( )1 1 d

t

x t x t tτ τ τ

 
 
 
 
 
 
 
 
 

− − − −  

                 (2.4) 

其中， ( )T tζ 中各项都是正定的，且 0P > 。 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T T
2

T T

T T

T T

1 1 11 1
2 2 2

1 1 11
2 2 2

1 1 1
2 2

1 1 11
2 2 2

d

d

V t t t R t t t t t R t t

t S t t t t S t t

t t R t t t t R t t

t S t t t S t t

τ ρ τ ρ τ τ ρ τ ρ τ

ρ ρ τ ρ τ ρ τ

ρ τ ρ τ τ ρ τ ρ τ

ρ ρ τ ρ τ ρ τ

= − − − − − − −

+ − − − −

≤ − − − − − −

+ − − − −



 



         (2.5)



具有非线性扰动的时变时滞中立型系统的稳定性分析 
 

 
174 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T T
3

T T

T T

T T

1 1 11 1
2 2 2

1 1 11
2 2 2

1 1 1
2 2

1 1 11
2 2 2

d

d

V h t t h t T t h t h t t h t T t h t

t S t t t t S t t

t h t T t h t h t h t T t h t

t W t t t W t t

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ τ ρ τ ρ τ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ τ ρ τ ρ τ

= − − − − − − −

+ − − − −

≤ − − − − − −

+ − − − −

 






        (2.6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

2

1 1

2 2

T T T T
4 2 1

T
T

2 1
2 1

T
T

T T
2 1

d d

1 d d

1 d d

t t

t t h

t t

t t

t t

t h t h

V t X t s X s s h t Y t s Y s s

t X t s s X s s

h t Y t s s Y s s
h

t X t h t Y t

τ

τ

τ τ

τ τ

τ τ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

τ τ ρ ρ ρ ρ
τ τ

ρ ρ ρ ρ

τ τ ρ ρ ρ ρ

−

− −

− −

− −

− −

= − − + −

≤ − −
−

+ −

≤ − +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫



      (2.7) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

2

T T T

T T

T T

T T

T T T T
2 1

1 1 12 1 1
2 2 2
1 1 11
2 2 2

1 1 11 1
2 2 2

1 1 11
2 2 2

d
t

t

V t t P t t t t R t t t t t R t t

t S t t t t S t t

h t t h t T t h t h t t h t T t h t

t W t h t t h t W t h t

t X t s X s s h t Y t s
τ

τ

ζ ζ τ ρ τ ρ τ τ ρ τ ρ τ

ρ ρ τ ρ τ ρ τ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

τ τ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
−

−

= + − − − − − − −

+ − − − −

+ − − − − − − −

+ − − − −

+ − − + −∫



 



 



( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )
( )( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2

T

2

1

T T T

T T

d

2

1

1

1 1 1
2 2

1 1 1 1 11
2 2 2 2 2

(1 )

t

t h

d

d

d

d

d

Y s s

Ax t Bx t t f G G x t h t

x t t

x t h t
t P

x t t x t

x t x t t

x t x t t

t t R t t t t R t t t S t

t t S t t t h t T t h t

h

ρ

τ

τ

ζ
τ τ

τ τ

τ τ τ

ρ τ ρ τ τ ρ τ ρ τ ρ ρ

τ ρ τ ρ τ ρ ρ

−

 + − + + + −
 

− 
 − ≤  − − − 
 − − −
 

− − − −  

+ − − − − − − +

− − − − + − −

− −

∫






( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T

T T T
2 1

1 1 11
2 2 2d

t h t T t h t t S t

t t S t t t X t h t Y t

ρ ρ ρ ρ

τ ρ τ ρ τ τ τ ρ ρ ρ ρ

− − +

− − − − + − +

   (2.8) 

由(1.3)可得，对于任意常数 1 20, 0,ε ε> > 有 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 T T 2 T T
1 2 1 10, 0.x t x t f f x t h t x t h t G Gε α ε β− ≥ − − − ≥             (2.9) 

然后结合方程(2.8)~(2.9)和引理 2.1 可知： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )T T T T T T T
2 2c c c cV t t A ZA t t A ZA DG E E G D tξ ξ ξ ξ≤ Ω+ +Γ ≤ Ω+ + +         (2.10) 

其中 ( )16 16ij ×
Ω = Ω ， TΓ = Γ， 
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1,10 2

2,10 2

T T T
14 2 15 2 16 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
* 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
* * 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
* * * 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
* * * * 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
* * * * * 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
* * * * * * 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
* * * * * * * 0 0 0 0 0 0 0 0 0
* * * * * * * * 0 0 0 0 0 0 0 0
* * * * * * * * * 0 0
* * * * * * *

G
G

P G P G P G ZG ZG

Γ
Γ

Γ =

* * * 0 0 0 0 0 0
* * * * * * * * * * * 0 0 0 0 0
* * * * * * * * * * * * 0 0 0 0
* * * * * * * * * * * * * 0 0 0
* * * * * * * * * * * * * * 0 0
* * * * * * * * * * * * * * * 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

T T
1,10 11P H A ZΓ = + + , T T

2,10 12P B ZΓ = + , 

T
1,10 2,10 13 14 15 160 0 0 0 0 0 0 0D P P P P Z Z = Γ Γ  , 

[ ]0 0 0 0 0 0 0 0E I I I I I I I I= , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )1

2

T T T T T T T
2 1

T T T T T

T T T
T T

1

1
2

1 1 1
2 2 2

d d d ,
t t t t

t t t t t

t x t x t t x t t x t x t x t t

x t t x t h t x t h t x t h t x t h t

x s s x s s x s s f G
τ τ

τ τ τ

ξ τ τ τ τ τ

τ

− −

− − −

= − − − − −

− − − − −





∫ ∫ ∫



    

结合引理 2.3，存在常数 0λ > ，使得 
T 1 T T 0c cA ZA D D E Eλ λ−Ω + + + <                            (2.11) 

由(1.3)，引理 2.2 和引理 2.3 得(2.11)等价于(2.2)，即 ( ) 0V t ≤ 。 
因此，带有非线性扰动的时变时滞中立型系统(2.1)是渐近稳定的，证毕。 

3. 注记 

本文对于构造的 Lyapunov-Krasovskii 泛函做出了改进，即，把中立时滞和时变时滞分成两段 

( )( )
( ) ( )

1
2 T d

t t

t t
s R s s

τ

τ
ρ ρ

−

−∫ ， ( ) ( )( )1
2

T d
t

t t
s S s s

τ
ρ ρ

−∫ ， ( ) ( )( )
( )1

2 T d
t h t

t h t
s T s sρ ρ

−

−∫ ， ( ) ( )( )1
2

T d
t

t h t
s W s sρ ρ

−∫ ，因此 Lyapunov 

泛函的时域被划分得更精细。同时，本文用 ( )t h t− 来代替积分下限 t h− ，这样处理有利于降低系统的保

守性。 
对于 Lyapunov 泛函的导数，产生了非对称项如 ( ) ( )( ) ( )( )11 2 1x t P G x t h t h t− −  ，并不能直接使用 LMI

处理问题。因此，对非对称项进行有效的放缩以保证系统的可控制性，并且尽可能降低系统的保守性。

应用引理 2.3，非对称项可被对称项有效控制，从而使得 Lyapunov 泛函的导数被约束在一个可控制的线

性矩阵不等式中，最后得到判定系统稳定性的充分条件。 
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