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Abstract 
In this paper, by using the related theory of matrix analysis, Schauder fixed point theorem and 
Banach fixed point theorem, also the related properties of the homeomorphism, the existence, 
uniqueness and stability of the continuously differentiable solution of perturbation Feigenbaum 
functional equation on high-dimensional space are researched. 
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摘  要 

本文利用矩阵分析的相关理论及Schauder不动点定理、Banach不动点定理及自同胚的相关性质研究了
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高维空间上扰动型Feigenbaum泛函方程的连续可微解的存在性、唯一性及稳定性。 
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1. 引言 

在文献[1]-[7]中，诸多学者研究了第二类型的 Feigenbaum 泛函方程 

( ) ( )

( )
( ) [ ]

21 ,0 1;

0 1;

0 1, 0,1

f x f x

f

f x x

λ λ
λ

 = < <
 =
 ≤ ≤ ∈


                            (1.1) 

在区间 [ ]0,1 上具有特定初值条件的渐近奇异解及单峰连续解，同时也讨论了 f 在连续且逐段单调情

形下的精确解。从动力系统的研究领域来看，对于这个方程的定性研究也是非常有意义的。考虑到这是

个包含迭代的泛函方程，人们也更关注高维空间和抽象空间上它的非单调连续可微解。 
文献[8]研究了一维空间 I 上的 Feigenbaum 型泛函方程的 0C 解及 1C 解，但所研究的方程，在迭代方

程的形式上具有明显的规范性条件，诸多迭代方程的讨论也都具有此条件，如文献[9]-[13]，本文将去掉

规范性条件，进而借用求解一阶线性微分方程的 Cauchy 积分思想，将带有边值问题的第二类型的

Feigenbaum 泛函方程转化为定性研究一个带有小扰动的 Feigenbaum 泛函方程，易见方程(1.1)在有关条件 

下与方程 ( ) ( )21 1
2 2

f x f xλ
λ

= 同解。 

本文利用矩阵分析的相关理论，通过构造与文献[1]-[7]不同的结构算子，利用Schauder 不动点定理、

自同胚和紧凸子集的相关性质，研究高维空间 NR 上一个紧凸子集 B 上无规范性系数条件的扰动型

Feigenbaum 泛函方程 

( ) ( ) ( )21 1 ,
2 2

f x f x g x x Bλ λ
λ

= + ∈                            (1.2) 

的连续非单调解的相关性质，其中 ( )f x 和 ( )g x 在紧凸子集 B 上是一个 1C 类函数，
1 1
2

λ< < ，获得了方

程(1.2)的非单调连续可微解的存在性、唯一性及稳定性。 

2. 预备知识 

假设 ( ) { }0 , : : ,N NC B R f B R f= → 是连续的 ，其中 . N 为
NR 上的范数， . N N× 为 N NR × 上的范数，那么

明显的， ( )0 , NC B R 是关于范数 ( )0 : sup
Nx B

xϕ ϕ
∈

= ， ( )0 , NC B Rϕ ∈ 构成一个 Banach 空间。 

假设 ( ) { }1 , : ,N NC B R f B R f= → 是连续可微的 ，易证 ( )1 , NC B R 是一个关于范数 1. 是一个 Banach

空间，其中 ( ) ( ) ( )1
1 sup sup , , N

N N Nx B x B
x x C B Rψ ψ ψ ψ

×∈ ∈
′= + ∈： 。其中 ( )xψ ′ 是映射ψ 在 x 处的一个 Jacobian

矩阵。 

作为 ( )1 , NC B R 一个闭子集， ( ) ( ) ( ){ }1 1, : , ,NC B B C B R B Bψ ψ= ∈ ⊆ 是完备的距离空间。因
1 1
2

λ< < ，
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易见，若 ( ) ( )1 ,x C B Bψ ∈ ，则 ( ) ( )1 ,x C B Bψ λ ∈ 。下面讨论中的 λ 均为
1 1
2

λ< < ，不再重述。 

下面的诸多引理是必需的，其证明方法与文献[11]中的相类似，但是条件比文献[11]中的要弱得多。 
引理2.1：假设 ( )1 ,C B Bψ ∈ 且 

( ) , ,
N N

x M x Bψ
×

′ ≤ ∀ ∈                                (2.1) 

( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,NN N
x x M x x x x Bψ ψ

×
′ ′ ′− ≤ − ∀ ∈                      (2.2) 

其中 M 和 M ′是正数，则对于 1 2,x x B∀ ∈ ，有 

( )( ) ( )( ) ( )2 2 2
1 2 1 2 N

N N

x x M M M x xψ ψ
×

′ ′ ′− ≤ + −                   (2.3) 

证明： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

( )

2 2
1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2

N NN N

N N N N N N
N N

N N NN

N

x x x x x x

x x x x x x

M M x x MM x x M M x x MM x x

M M M x x

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

××

× × ×
×

′ ′ ′ ′′ ′− ≤ −

′ ′′ ′ ′≤ − + −

′ ′ ′ ′≤ − + − ≤ − + −

′= + −

 

推论2.1：假设 ( ) ( )1 ,x C B Bψ ∈ 并且 

( )( ) , ,
N N

x M x Bψ
×

′ ≤ ∀ ∈                             (2.4) 

( )( ) ( )( )1 2 1 2 2, ,N
N N

x x M x x x x Bψ ψ
×

′ ′ ′− ≤ − ∀ ∈                    (2.5) 

其中 M 和 M ′是正数。则对于 1 2,x x B∀ ∈ ，有 

( )( ) ( )( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 2 N

N N

x x M M M x xψ λ ψ λ λ
×

′ ′ ′− ≤ + −                 (2.6) 

证明：对 1 2,x x B∀ ∈ ，由条件，我们有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

( )

2 2
1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2

N NN N

N N N N
N N N N

N N
N N

N N NN

N

x x x x x x

x x x x x x

M x x M x x

MM x x MM x x M M x x MM x x

M M M x x

ψ λ ψ λ ψ ψ λ ψ λ ψ ψ λ ψ λ

ψ ψ λ ψ ψ λ ψ λ ψ λ ϕ λ ψ ψ λ

λ ψ ψ λ ψ ψ λ ψ λ ψ λ

λ ψ λ ψ λ λ λ λ

λ

××

× ×
× ×

×
×

′ ′ ′ ′′ ′− ≤ −

′ ′′′ ′ ′≤ − + −

′ ′′ ′≤ − + −

′ ′ ′ ′≤ − + − ≤ − + −

′= + −

 

证毕。 
引理2.2：假设 ( ) ( ) ( )1

1 2, ,x x C B Bψ ψ ∈ 并且 ( ) , 1, 2i x iψ∀ = 满足(2.1)。则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 21

NN
x x M x xψ λ ψ λ ψ λ ψ λ− ≤ + −                     (2.7) 

证明： 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 2 1 1 2 1 2 2

1 2 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

sup sup

sup sup

1

N N Nx B x B

N Nx B x B

N N N

x x x x x x

M x x x x

M x x x x M x x

ψ λ ψ λ ψ λ ψ ψ λ ψ ψ λ ψ λ

ψ λ ψ λ ψ ψ λ ψ ψ λ

ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ

∈ ∈

∈ ∈

− ≤ − + −

≤ − + −

≤ − + − = + −

 

于是，(2.7)成立，证毕。 
引理2.3：假设 ( ) ( ) ( )1

1 2, ,x x C B Bψ ψ ∈ 并且都满足(2.4)和(2.5)。则 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2

1 2 1 22

N N

N
N N

x x

M x x M M x x

ψ λ ψ λ

λ ψ λ ψ λ λ ψ λ ψ λ

×

×

′ ′−

′ ′ ′≤ − + −
             (2.8) 

证明： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 2 1 1 2 2 1

2 2 1 2

1 1 1 2 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2

sup

sup

sup sup

N Nx B N NN N

N Nx B N N

N N N Nx B x B

N N N
N N

N N

x x x x x

x x x

M x x M x x

M x x MM x x M x x

M x x

ψ λ ψ λ ψ ψ λ ψ ψ λ ψ λ

ψ ψ λ ψ λ ψ λ

λ ψ ψ λ ψ ψ λ λ ψ ψ λ ψ ψ λ

λ ψ λ ψ λ λ ψ λ ψ λ λ ψ λ ψ λ

λ ψ λ ψ λ

×∈ ××

×∈ ×

× ×∈ ∈

×
×

×

′ ′ ′′ ′− ≤ −

′ ′′+ −

′ ′ ′ ′≤ − + −

′ ′ ′ ′ ′+ − ≤ − + −

′ ′+ − ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 22
N N N

M x x M M x xλ ψ λ ψ λ λ ψ λ ψ λ
×

′ ′ ′≤ − + −

 

所以(2.8)成立，证毕。 

3. 主要结果 

给定常数 1 2, 0M M > ，假设 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2, , : , , , ,NN N N N

A M M C B B x M x B x x M x x x x Bψ ψ ψ ψ
× ×

′ ′ ′= ∈ ≤ ∀ ∈ − ≤ − ∀ ∈  

定理3.1(存在性) 给定 1 20 ,M M< 且 ( )1 2,g A M M∈ ，
1 1
2

λ< < ，若存在正常数 1 21,P P< 满足 

( )
2

1
1 1 12

PW M Pλ+ ≤  

( ) ( )2
2 2 1 1 2 22

W P P P M Pλ λ+ + ≤  

则方程(1.2)有一解 ( )1 2,f A P P∈ 。 

证明：令 ( ) ( )1
2

h x f x= 。构造如下的算子 ( ) ( )1
1 2: , ,T A P P C B B→ ： 

( ) ( ) ( )21 ,
2

Th x f x g x x Bλ λ
λ

= + ∀ ∈  

其中 ( )1 2,f A P P∈ ，由于对任意的 x B∈ ， ( ), ,f f x gλ 是连续可微的，则对任意的 x B∈ ， ( )Th x 也是连

续可微的，且 ( ) ( )1 2,h x A P P∈ 。由条件 ( )1W 和 ( )2W ，对于任意的 1 2,x x B∈ ，则有 
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( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2

2 1
1 1 1

d 1 1
d 2 2 2N N N N N N

N N N N

PTh x f x g x P f x g x M P
x

λ λ λ λ λ λ
λ λ× × ×

× ×

 ′ ′ ′ ′≤ + ≤ ⋅ + ≤ + ≤ 
 

 

进一步， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 2 1 1 2 2

2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2

2 2 22
2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 1 2 2

d d 1 1
d d 2 2

1
2 2

2 2 2

N N N N

N NN N
N N

N

Th x Th x f x g x f x g x
x x

f x f x g x g x P P P x x M x x

PP P P M x x P P P M P P M P

λ λ λ λ
λ λ

λλ λ λ λ
λ

λ λλ λ λ

× ×

×
×

′ ′′ ′− = + − −

′ ′ ′ ′≤ − + − ≤ + − + −

  = + + − ≤ + + = + + ≤      

 

于是 ( ) ( )1 2,Th x A P P∈ ，即算子T 是 ( )1 2,A P P 上的一个自同胚映射。 
下证算子T 在范数 1C⋅ 下是连续的。对于任意的 ( )1 2 1 2, ,f f A p p∈ ，则 ( ) ( )1 2, , 1, 2jf x A P P jλ ∈ = ， 

( ) ( ) { } ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ){ } ( )( ) ( )( )

1 0
0

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2

2 2
1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

sup sup

1 1sup
2 2

1 1sup
2 2

1 1sup sup
2 2

c c N
x B x Bc N N

x B N

x B N N

Nx B x B

Th Th Th Th Th Th Th Th Th Th

f x g x f x g x

f x g x f x g x

f x f x f x f x

λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ
λ λ

∈ ∈ ×

∈

∈ ×

∈ ∈

 ′ ′ ′ ′− = − + − = − + − 
 

 
= + − − 

 
 ′ ′′ ′+ + − − 
 

′ ′= − + −

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0
0

2 2 2 2
1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 2 1 1 2

1 2
1 1 2 1 1 2

1 1 2 2 1 2

1 1
2 2
1 11 2

2 2
1 ( 1)

2 2

N N

c
c

N N N N

N N N

N N N

f x f x f x f x

P f x f x P P f x f x P f x f x

P PP f x f x P f x f x

L f x f x L f x f x

λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ

×

×

×

×

 
 
 

′ ′= − + −

′ ′≤ + − + − + −

  ′ ′= + + − + −  
′ ′= − + −

 

其中 ( ) 1 2
1 1 2 1

1 1 ,
2 2

P PL P L P
λ

= + + = 只要令 { }1 2: max ,L L L= ，那么就有 

 ( ) ( )1 11 2 1 2c c
Th Th L f x f xλ λ− ≤ −                          (3.1) 

所以算子T 是连续的。 
下面证明 ( )1 2,A P P 是 ( )1 ,C B B 的一个紧凸子集。 
对任意的 ( )1 2 1 2, ,f f A P P∈ 令 ( ) ( ) ( ) ( )1 2: 1 ,0 1f x lf x l f x l= + − ≤ ≤ ，那么就有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2 1 1 1

1

1 1
N N N N

N N N N

f x lf x l f x

l f x l f x lP l P P
× ×

× ×

′ ′ ′= + −

′ ′≤ + − ≤ + − =
 

对于任意的 1 2,x x B∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

2 1 2 2 1 2 2 1 2

1

1
N N N N N N

N N N

f x f x l f x f x l f x f x

lP x x l P x x P x x
× × ×

′ ′ ′ ′ ′ ′− ≤ − + − −

≤ − + − − = −
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所以， ( )1 2, ,f A P P∈ 也就是 ( )1 2,A P P 是凸的并且也是紧的，因此对于任意的{ } ( )1 2,nf A P P⊂ ，故{ }nf
是一致有界的。 

对任给的 0ε > ，只要取 1 ,Pδ ε= δ 和 n 无关的，显然，对任意的整数 n 和 1 2,x x B∈  
若 1 2 Nx x δ− < 时，则有 

( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 2 1 1 2

1 1 2 0 1
n n n N NN N

f x f x f x x P x x

x x x

ξ ε

ξ θ θ

′− ≤ − ≤ − <

= + − < <　 ；
 

所以知道，{ }nf 是等度连续的。那么由 Ascoli-Arzela 引理知道 ( )1 2,A P P 是 ( )1 ,C B B 的紧凸子集； 
又由Schauder 不动点定理，则存在一个函数 ( )1 2,f A P P∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )21 1 , ,
2 2

f x Th x f x g x x Bλ λ
λ

= = + ∀ ∈  

因此方程(1.2)有一解 ( ) ( )1 2,f x A P P∈ 。证毕。 
定理 3.2(唯一性) 假设条件 ( )1W 和 ( )2W 成立，同时假设条件 ( )3W ： 1 1 21 2P P Pλ λ+ + < ，则对任意的

( )1 2,g A M M∈ ，方程(1.2)有唯一解 ( )1 2,f A P P∈ 。 
证明：由定理 3.1 可得到方程(1.2)解的存在性，并且 ( )1 2,A P P 是 ( )1 ,C B B 的一个闭集，由(3.1)和 ( )3W ，

知 1L < ，我们得到算子T ： ( ) ( )1 2 1 2, ,A P P A P P→ 是压缩的。因此由 Banach 不动点定理知算子 T 有唯一

的不动点 ( )1 2,f A P P∈ ，即方程(1.2)有唯一解 ( )1 2,f A P P∈ 。定理证毕。 
定理 3.3(稳定性) 设定理 3.2 中的条件成立，则在 ( )1 2,A P P 中方程(1.2)的解是连续依赖于给定的函数

( )1 2,g A M M∈ 。 
证明：对于 ( )1 2 1 2, ,g g A M M∀ ∈ ，由定理 3.1 及定理 3.2 我们可以得出分别存在唯一的函数 

( )1 2 1 2, ,f f A P P∈ ，使得 ( ) ( ) , 1, 2i if x Th x i= = 。 
于是，由引理 2.2 和引理 2.3，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 0
0

2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

1 1sup
2 2

1 1sup
2 2

1sup sup
2

1sup sup
2

C C
x BC N

x B N N

N Nx B x B

N Nx B x B N

f f Th Th Th Th f x g x f x g x

f x g x f x g x

g x g x f x f x

g x g x f x f x

λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ
λ

λ λ λ
λ

∈

∈ ×

∈ ∈

×∈ ∈ ×

 ′ ′− = − + − = + − − 
 

 ′ ′′ ′+ + − − 
 

≤ − + −

′ ′′ ′+ − + −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 00
0

0 0

1

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2

1 2
1 2 1 1 2 1 1 2

1 1
2 2
1 1

2
1 2

2
1 1

2 2

N

c cc
c

c N c

N N N

c N N N

g x g x f x f x g x g x f x f x

g x g x P f x f x g x g x

P P f x f x P f x f x

P Pg x g x P f x f x P f x f x

λ λ λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ λ
λ

×

×

′ ′′ ′= − + − + − + −

′ ′≤ − + + − + −

′ ′+ − + −

  ′ ′= − + + + − + −  
≤ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11 1 11 2 1 2 1 2 1 2 cc c c

g x g x L f x f x g x g x L f fλ λ λ λ− + − ≤ − + −
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因为 1L < ，我们有 1 11 2 1 21C Cf f g g
L

λ
− ≤ −

−
。故，方程 (1.2)的解是连续依赖于给定的函数

( ) ( )1 2,g x A M M∈ ，即方程的解是稳定的。证毕。 

4. 例子 

令 ( ){ }2 2 2 3
1 2 3 1 2 3: , , : 1, , 1, 2,3iB x x x x x x x R i R= + + ≤ ∈ = ⊆ ，其中 B 是 3R 的一个紧凸子集，那么取定 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 2
1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3 2 1 3

1 1: , , , , , , , ,
20 10

g x g x x x g x x x g x x x x x x = = =  
 

，而 ( )1 ,g C B B∈  

考虑方程 

( ) ( ) ( )21 1 ,
2 2

f x f x g x x Bλ λ
λ

= + ∈                          (4.1) 

取
3
4

λ = ，显然
1 1
2

λ< < ， 

因为： 

( )

1 1 1
2

1 2 3

2 2 2
3 1

1 2 3

10 0
10

1 10
10 10

g g g
xx x x

g x
g g g x x
x x x

∂ ∂ ∂   
   ∂ ∂ ∂ ′ = =  
 ∂ ∂ ∂  
    ∂ ∂ ∂ 

 

那么， 

( ) ( )2 1 32 2

1 1 1max ,
10 10 5x B

g x x x x
× ∈

 ′ = + ≤ 
 

 

对于任意的 ,x y B∈ ，令 ( ) ( )1 2 1 2, , ,x x x y y y= = ，有 

( )
2

3 1

10 0
10

1 10
10 10

x
g x

x x

 
 

′ =  
 
  

 

( )
2

3 1

10 0
10

1 10
10 10

y
g y

y y

 
 

′ =  
 
  

 

所以： 

( ) ( ) ( )2 2 1 1 3 3 22 2 ,

1 1 2max ,
10 10 5x y B

g x g y x y x y x y x y
× ∈

 ′ ′− = − − + − ≤ − 
 

 

即：
1 2,
5 5

g A ∈  
 

。 

由条件 ( )1W 等价于不等式： 2
1 1

12 0
10

P P− + ≤ ，其中，那么可得， 1
7 71 ,1

10 10
P

 
∈ − +  
 

。选取 1 0.2P = ，

又由条件 ( )2W 等价于不等式： 2 2
30.09

10
P P+ ≤ 。 

所以 2 0.3297P ≥ 。取 2 0.4P = 。由定理(3.1) (3.2) (3.3)知，方程(4.1)在 ( )0.2,0.4A 中存在唯一个连续可
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微解，且连续依赖于 ( )g x 。 
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