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Abstract 
In this paper, we focus our attention on the following near-explosive autoregressive process:  




k n n k n k n

k n n k n k

X X
V

, -1, ,

, -1,

= +

= +

θ ε

ε ρ ε
. When n 1→θ  and n 1→ρ  in the near-explosive case, the asymptotic dis-

tributions for the least squares estimator of nθ  can be obtained. 
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摘  要 

本论文的目的是研究近爆炸性自回归序列




k n n k n k n

k n n k n k

X X
V

, -1, ,

, -1,

= +

= +

θ ε

ε ρ ε
中, 当 n 1→θ ， n 1→ρ 时参数 nθ 最小二

乘估计量的渐近分布。 
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自回归序列，最小二乘法估计量，近爆炸 

 
 

1. 介绍 

本文我们讨论下面自回归序列: 

, 1, ,

, 1,

,     1 ,    1k n n k n k n

k n n k n k

X X
k n n

V
θ ε

ε ρ ε
−

−

= + ≤ ≤ ≥ = +
.                         (1) 

并且满足下列假设： 

(1) nθ ， nρ 是未知参数，并且满足 11n
nk
γ

θ = + ， 21n
nk
γ

ρ = + ， 1 2 0γ γ> > ，其中 nk → +∞且 ( )nk o n= ； 

(2) { }, 1, 2, ,kV k n=  是独立同分布 ( ). . .i i d 随机变量，且 0kEV = ， 2 2
kEV σ= ； 

(3) 0 0 0X ε= = 。 

为了估计未知参数 nθ ，我们通过使 ( ) ( )2
, 1,

1

n

n n k n n k n
k

X Xθ θ −
=

∆ = −∑ 的值达到最小得到 nθ 的最小二乘估

计为 
, 1,1

2
1,1

n
k n k nk

n n
k nk

X X

X
θ −=

−=

= ∑
∑

， 1n ≥ 。 

首先，当 nθ 是一个固定的常数θ 且 0nρ ≡ 时，这种情况下 

nθ 的渐近分布已经被很多科研者证明出来，

我们可以参考文献[1] [2]，情况再复杂一点，当 nρ 也是一个固定的常数 ρ 时，在[3]中，作者证出了 

nθ 的

渐近正态性。其次，科研者们不再满足于研究 nθ 固定时的情况，假设 nθ 是一个可变的序列， 0nρ ≡ ，Chan 

和 Wei 在[4]中证出了在 11n n
γ

θ = + 时， n nθ θ− 渐近于一个布朗运动，当 21n n
γ

ρ = + ，在[5]中，作者给出 

了 n nθ θ− 的渐近分布。 

最后，在这篇文章中我们来考虑 11n
nk
γ

θ = + ， 21n
nk
γ

ρ = + ， 1 2 0γ γ> > 时 n nθ θ− 的渐近性质。我们有

如下主要的结论： 
定理 1：当 n 充分大时 

( )
( )1 2

1 1 22
Ln n

n n n n nk ρ

θ

ξγ γ
θ ρ θ θ

γ γ γ ξ
−+

− →
−

， 

这里 L→表示依分布收敛， ( ) ( ), ~ 0,Nθ ρξ ξ Λ ，其中

2 2

1 1 2
2 2

1 2 2

2

2

σ σ
γ γ γ

σ σ
γ γ γ

 
 + Λ =  
  + 

。 
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2. 定理的证明 

下面为了计算方便，对所有的1 l n≤ ≤ ，我们令 

, , 1,
1

l

l n k n k n
k

P X X −
=

= ∑ ， 2
, ,

1

l

l n k n
k

S X
=

= ∑ ， 

, 1,
1

l

l n k n k
k

M X V−
=

= ∑ ， , 2,
2

l

l n k n k
k

N X V−
=

= ∑ ， 

计 ,n n nP P= ， ,n n nS S= ， ,n n nM M= ， ,n n nN N= ，这样我们得到 



1,

1,

n n n n
n n

n n

P S
S
θ

θ θ −

−

−
− = 。 

另外，定义一些新的序列 

1

1
n

n
l

n l
ln

V
kθξ θ −

=

= ∑ ，
( ) 1

1

1
n

n
n l

n l
ln

V
kθη θ − − −

=

= ∑ ， 

1

1
n

n
l

n l
ln

V
kρξ ρ−

=

= ∑ ，
( ) 1

1

1
n

n
n l

n l
ln

V
kρη ρ− − −

=

= ∑ 。 

为了证明定理内容，我们引入下面引理 
引理 2.1：对于模型(1)，我们得到 

( ) ( ) ( )

2 2
2 2 2 2 2
, 2 2 2

2
n n n n

n n n nn n n n
n n n n n n n n n

n n n n n n

X k k kθ ρ θ ρ
θ ρ θ ρ

θ ξ ρ ξ θ ρ ξ ξ
θ ρ θ ρ θ ρ

= + −
− − −

 

以及
( )

2 2
, , n n n

n n nn n
n n n n n n n n n

n n n n

X k kθ ρ ρ
θ ρ

ε θ ρ ξ ξ ρ ξ
θ ρ θ ρ

= −
− −

， 2 2 2
, n

n
n n n nk ρε ρ ξ= 。 

证明：由 Phillips 和 Magdalinos [6]，我们知 , , , ,
1 1

,  
k k

k l k l
k n n l n k n n l n

l l
X Vθ ε ε ρ− −

= =

= =∑ ∑ ，故对所有的1 k n≤ ≤ ，有 

,
1 1

k k
k l k ln n

k n n n l n n l
l ln n n n

X V V
θ ρ

θ θ ρ ρ
θ ρ θ ρ

− −

= =

= −
− −∑ ∑ ，                   (2) 

通过简单的计算，我们可以得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 22 2
2 2 2
, 2 2 2

1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

2 2 2

2

2
       

n n n n

n n n n
n l n l n n l ln n n n

n n n n l n n l n n n l n l
l l l ln n n n n n

n n n nn n n n
n n n n n n n

n n n n n n

X V V V V

k k kθ ρ θ ρ

θ ρ θ ρ
θ θ ρ ρ θ ρ θ ρ

θ ρ θ ρ θ ρ

θ ρ θ ρ
θ ξ ρ ξ θ ρ ξ ξ

θ ρ θ ρ θ ρ

− − − −

= = = =

   = + −   
   − − −

= + −
− − −

∑ ∑ ∑ ∑

,

 

另外，通过公式(2)和 ,
1

n
n l

n n n n l
l

Vε ρ ρ−

=

= ∑ ，我们可以得到 

( )
2 2

, , n n n

n n nn n
n n n n n n n n n

n n n n

X k kθ ρ ρ
θ ρ

ε θ ρ ξ ξ ρ ξ
θ ρ θ ρ

= −
− −

以及 2 2 2
, n

n
n n n nk ρε ρ ξ= 。 

引理 2.2：当 n 无穷大时，我们得到 

( ) ( ), , , , , ,
n n n n

L
θ θ ρ ρ θ θ θ θξ η ξ η ξ η ξ η

Τ Τ→ ，其中 ( ) ( ), , , ~ 0,Nθ θ θ θξ η ξ η Τ Σ ， 

并且 
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2 2

1 1 2
2 2

1 1 2
2 2

1 2 2
2 2

1 2 2

0 0
2

0 0
2

0 0
2

0 0
2

σ σ
γ γ γ

σ σ
γ γ γ

σ σ
γ γ γ

σ σ
γ γ γ

 
 + 
 
 

+ 
Σ =  

 
 +
 
 
 + 

 

证明：通过[7]中的推论 5.5，我们只需要证明：对任意的非零向量 ( )1 2 3 4, , ,v v v v v= ，有 

( ) ( ), , , , , ,
n n n n

Lv vθ θ ρ ρ θ θ θ θξ η ξ η ξ η ξ η
Τ Τ→ ，对任意的1 l n≤ ≤ ，令 

( ) ( )( )1 1
1 2 3 4

1 n l n ll l
nl n n n n l

n

v v v v V
k

ξ θ θ ρ ρ− − − − − −− −= + + + ，有 ( )
1

, , ,
n n n n

n

nl
l

v θ θ ρ ρξ η ξ η ξ
Τ

=

= ∑ 。 

一方面，因为{ },1nl l nξ ≤ ≤ 是一个独立非同分布随机变量列，通过一些简单的计算可得到 

( ) ( )( )
2

1
, , , , , ,

n n n n n n n n

n

nl n
l

E vE v v v v vθ θ ρ ρ θ θ ρ ρξ ξ η ξ η ξ η ξ η
Τ Τ Τ Τ

=

  = = Σ → Σ 
 
∑  

其中 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 1 1

11 2 2 2 12

1 2 11

11 1 2 2 2

l ll n n
n n n n n n n

l n ln n l nn
n n n n n n n

n l ln l nln n n n n n n n
l n ln n n l

n n n n n n n

k

θ θ θ ρ ρ θ ρ

θ θ θ θ ρ θ ρσ

θ ρ θ θ ρ ρ ρ

ρ θ ρ θ ρ ρ ρ

−− − − − −

− − +− − − − + − −

− − − − −
=

− − − +− − − − − − +

 
 
 
 Σ =
 
 
 
 

∑  

另一方面，因为当 n 无穷大时，存在一个足够大的数 K ，有 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 3 32 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 4
1 1 2

4 48 n
l n l l n l

n n n n
ln

v v v v
v v v v K

k
θ θ ρ ρ

γ γ
− − − + − − − +

=

+ +
+ + + → + ≤∑  

并且 
对任意的 0δ > ，我们有 

( ) { }

( ) ( ) ( )( ){ }2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4

2

1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 81

8

nl

n l n ll l
n n n n l n

n

nl
l

n
l n l l n l

n n n n l v v v v V kln

E I

v v v v E V I
k

ξ δ

θ θ ρ ρ δ

ξ

θ θ ρ ρ − − − − − −− −

>
=

− − − + − − − +

+ + + >=

  
≤ + + + ⋅      

∑

∑
 

因为 1nθ > ， 1nρ > 故有 ( ) ( )( ) ( )2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 48 8n l n ll l

n n n nv v v v v v v vθ θ ρ ρ− − − − − −− −+ + + < + + + ，所以我们可

以得到 

( ) ( )( ){ } ( ){ }2 2 2 2 2 22 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 11 2 3 4

2 2
1 88 n l n ll l

nn n n n l n
l v v v v V kv v v v V k

E V I E V I
δθ θ ρ ρ δ− − − − − −− − + + + >+ + + >

   
≤       

 

即有 ( ) { }

( )
2

2
1 2 2 2 2

1 2 3 4

2 2
1

1
8

nl
n

n

nl
kl V

v v v v

E I KE V Iξ δ
δ

ξ >  
 = > 

+ + + 
 

 
 
 ≤
 
 
 

∑ ，又因为 2
1V 的可积性及 nk →∞ ，所以有 
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( )
2

2
1 2 2 2 2

1 2 3 4

2
1

8

0
nk

V
v v v v

E V I
δ

 
 > 

+ + + 
 

 
 
  →
 
 
 

，因此我们可以得到 Lindeberg 条件 { }( )2

1
0

nl

n

nl
l

E I ξ δξ >
=

→∑ ； 

基于上面两方面的原因，我们可以得到这个引理的证明。 
引理 2.3：当 n 无穷大时，我们可以得到 

( )1,1 1
n n

n
k n kk

pn
n n

V
o

k ρ ρ

ε
ξ η

ρ
−= = +∑

，

2
, 2
2 n

n n
n

n nk ρ

ε
ξ

ρ
= ，

( )
( )

2
, 2

3 2 2
1 2

1 1
n

n n
pn

n n

X
o

k θξθ γ γ
= +

−
，以及 

( )2
1 2

1 1
n n

n
pn

n n

M
o

k θ θξ η
γ γθ

= +
−

， ( ), ,
2

1 2

1 1
n n

n n n n
pn n

n n n

X
o

k θ ρ

ε
ξ ξ

γ γθ ρ
= +

−
。 

证明：首先，我们通过 Phillip 和 Magdalions 在[6]中对公式(10)的证明以及引理 2.1 可以得到 

( )1,1 1
n n

n
k n kk

pn
n n

V
o

k ρ ρ

ε
ξ η

ρ
−= = +∑

以及

2
, 2
2 n

n n
n

n nk ρ

ε
ξ

ρ
= 。 

其次，通过引理 2.1，引理 2.2 以及 ( )1
n
n
n
n

o
ρ
θ

= ，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2 1
, 2 2 2

3 2 2 2 2 22 2 2 2
1 2

2 1 1
n n n n n

n n
n n n n n n

pn n n
n n n n n n n n n n n n n

X
o

k k k k
θ ρ θ ρ θ

θ ρ θ ρ
ξ ξ ξ ξ ξ

θ γ γθ ρ θ ρ θ θ ρ θ

+ +

= + − = +
−− − −

 

另外 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1 1
2 2 2

2 1 2 1

1 1
2 2

2 2
             ,

nn n n n
n k n kl ln n n n

n k n l n k n ln n
k l k ln n n n n n n n n

nn n n n
k l k ln n n
n k n l n k n ln n n

k l k k l kn n n n n n n n n

M
V V V V

k k k

V V V V
k k

θ ρ ρ
θ θ ρ ρ

θ θ ρ θ θ ρ

θ ρ θ
θ θ ρ ρ

θ ρ θ θ θ ρ ρ

− − − − − −− −

= = = =

− − − −

= = = =

= ⋅ − ⋅ ⋅
− −

− ⋅ + ⋅ ⋅
− −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
 

易知： 

( )
( ) ( )1

2
2 1 1 2

1 1
n n

n n
n k ln

n k n l p
k ln n n

V V o
k θ θ

θ
θ θ ξ η

γ γθ ρ
− − − −

= =

⋅ = +
−−

∑ ∑                     (3) 

( )
( ) ( )1

2
2 1 1 2

1 1
n n

n n
n k ln

n k n l p
k ln n n

V V o
k ρ ρ

ρ
ρ ρ ξ η

γ γθ ρ
− − − −

= =

⋅ = +
−− ∑ ∑                     (4) 

又因为 

( )
( )

( )
( )

21
2 1

2 2
2 2 1

1 ,    1
n nn n n

n k ln n
k p n p n k n l

k k l knn n n n n n

nV O o E V V o
kk k

θ θ
θ θ θ

θ ρ θ ρ

− −
− − −

= = = +

  
= = ⋅ =    − −   

∑ ∑ ∑  

故 

( ) ( ) ( )
( )

1
1 2 1

2 2 2
2 2 2 1

1
n nn n n n n

k l k ln n n
n k n l k n k n l pn

k l k k k l kn n n n n n n n n n

V V V V V o
k k k

θ θ θ
θ θ θ θ

θ ρ θ θ ρ θ ρ

− −
− − − −

= = = = = +

⋅ = + ⋅ =
− − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑   (5) 

同理可知： 

( )
( )1

2
2

1
n n

k ln
n k n l pn

k l kn n n n

V V o
k

θ
ρ ρ

θ ρ ρ
− −

= =

⋅ =
− ∑ ∑                          (6) 
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结合(3) (4) (5) (6)得： 

( )2
1 2

1 1
n n

n
pn

n n

M
o

k θ θξ η
γ γθ

= +
−

。 

最后，易知
( ) ( )

( )
1

, , 2
2

1 2

1 1
n n n n n

n
n n n n n n

pn n n
n n nn n n n n n n

X
o

kk kθ ρ ρ θ ρ

ε θ ρ
ξ ξ ξ ξ ξ

θ ρ γ γθ ρ θ θ ρ

+

= − = +
− −−

。 

引理 2.4：当 n 无穷大时，我们有
( )

( )1, 2
4 2 2

1 1 2

1 1
2 n

n n
pn

n n

S
o

k θξθ γ γ γ
− = +

−
。 

证明：由[3]中(A.14)和(A.23)式，令 2

1

n

n l
l

L V
=

= ∑ ，得到 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2 2
1,

22 2
, 1, 1,

1

2 2 2

n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n n n n n n

S

X X L P M N

θ ρ θ ρ

θ ρ θ ρ θ ρ θ ρ θ ρ

−

− −

− + −

= − − + − + + + − ；

            (7) 

又 

1, , 1,
1

1 1 1
n n n n

n n n n n n n n
n n n n n n

P S M X X
θ ρ θ ρ
θ ρ θ ρ θ ρ− −

+
= + +

+ + +
，                     (8) 

并且 

2 2 21,
, , , , , , ,21

1, , 1,

2
,    ,    

n

n k n k
n n n n n n n n n n n n n nk

n n n n n n n
n n n

M V X X X X
N X X X

ε ε ε ε
θ θ θ

−
=

− −

− + − −
= = =

∑
， 

因此根据(7)式我们可以得到 2
1, , 12

1
1n n n n n

n

S X R
θ− = +

−
，其中 

( )( )
( )

( )( )( ) ( )( )

( )( )( )
( )

( )( )( )

2
2

1 , , ,2 2 2 2

1,12 2 2 2

12 2
1 1 1 1 1 1 1

2 11
         ,

1 1 1 1 1 1

n n nn n n
n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

nn n nn n
n k n kk

n n n n n n n n

R X M

L V

ρ θ ρθ ρ θ
ε ε

θ ρ θ θ ρ θ ρ θ ρ θ

ρ θ ρθ ρ
ε

θ ρ θ ρ θ ρ θ ρ −=

+
= − +

− − − − − − −

++
+ +

− − − − − −
∑

 

由引理 2.3 得
( )

( )
4 2

2 2 4 2
,2 2

1 1 2

1
1 2 n

n
nn n

n n p n n
n

k
X o kθ

θ
ξ θ

θ γ γ γ
= +

− −
及 ( )4 2

1
n

n p n nR o k θ= ，引理得证。 

定理 1 的证明 

由(7) (8)式得，
( )( )

3
2

1, , , , 221 1 1
n n

n n n n n n n n n n n
n n n n n

P S X R
ρ ρ

θ ε ε
θ ρ θ ρ ρ−− = − − +

− − −
， 

其中
( )( ) ( )( )

2

2 1,12 2

21
11 1 1 1

nn n
n n n k n kk

n nn n n n n n

R L M V
ρ ρ

ε
θ ρθ ρ ρ θ ρ ρ −=

= + +
−− − − −

∑ 。 

由引理 2.1 和引理 2.3 得 

( )( ) ( )
3 3

2 3
, , , 2 22

1 21 1 1 n n

n n
n nn n n n n

n n n n n n p n n n
n n n n n

k
X o kθ ρ

ρ ρ θ ρ
ε ε ξ ξ θ ρ

θ ρ γ γθ ρ ρ
− − = +

− −− −
        (9) 

又经过简单的计算得 

( )3
2

n n
n p n n nR o k θ ρ= ，                               (10) 

结合(9)(10)，定理得证。 
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