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Abstract 
In the past dozen years, many probabilistic small-world networks and some deterministic small- 
world networks have been proposed utilizing various mechanisms. Recently, Guo et al. [1] pro-
posed a deterministic small-world network model by first constructing a binary-tree structure 
from star K1,2 by adding some edges in each iteration with a simple mechanism. In this paper, we 
propose a new deterministic small-world network model by constructing a binary-tree structure 
from a star K1,6 and then adding links between each grandfather node and its four grandson nodes 
for each tree in each iteration. Furthermore, we give the analytic solution to several topological 
characteristics, which shows that the proposed model is a small-world network. 
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摘  要 

在过去的的几十年，人们运用各种机制建构了许多不确定性的和确定性的小世界网络。最近，郭世泽等

人[1]通过在星图K1,2上运用一个简单的算法在每个迭代步添加一些边首次形成了一个二叉树结构的确定

性的小世界网络。本文通过一个星图K1,6在每个迭代步连接每个树的各祖父节点和它的四个孙子节点，

由此构建一个二叉树结构的新的确定性的小世界网络模型。此外，我们给出了一些拓扑属性的分析结果，

它表明构建的模型是小世界网络。 
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1. 引言 

小世界网络描述了许多现实世界网络，如神经网络、交通运输系统、生物和化学系统、社会网络、

Internet 和 WWW。通常地，小世界网络由三个主要的属性来描述：第一，它的平均路径长度随节点的数

目对数增长，而不是随网络的规模线性地增长；第二，网络的平均节点度比较小；第三，网络有一个比

较高的聚类[2]。 
学者们提出了许多描述现实世界小世界网络的模型。1998 年，Watts 和 Strogatz[2]提出了首个小世界

网络(WS 模型)，它改进了小世界网络特性的许多研究。Newman 和 Watts[3] [4]更进一步提出了另一个小

世界网络(NW 模型)。这两个经典的小世界模型都源于相同的规则环网。给定一个确定的重连概率，WS
模型重连每一条边，而 NW 模型在未连接的节点对间添加新边。1999 年，Kasturirangan 提出了一个对

WS 模型可选择的小世界网络模型[5]，这个模型也始于一个环网，在环网中间添加一些节点，随机地连

接到主环网中的度数大的节点。此外，为了研究小世界网络的其它形成机制，Ozik、Hunt 和 Ott 引入了

一个形成小世界网络的简单的进化模型，它是连接网络上的邻近节点[6]。 
由于以上的小世界模型基于一定的概率规则连接系统中已存在的节点和新节点，因此它们都是随机

的，我们不能形象地理解网络是如何形成的。为了计算、分析拓扑特性，许多学者用一些确定的方式构

建无标度网络或小世界网络。Comellas 等人[7]提出了第一个确定性的小世界网络。Boettcher 等人[8]基于

著名的 Hanoi 塔问题构建了一类确定性的小世界网络。然而，以上模型中节点数在产生过程中是固定的。

基于以上的模型，许多其它类型的确定性的小世界模型被提出，比如基于 prime 数的[9] [10]，基于 Cayley
图的[11]。 

近来，郭世泽等人[1]提出的一个确定性的小世界网络模型，它是在星图 K1,2 的每对兄弟节点及每个

祖父节点和它的四个孙子节点之间连边构建一个二叉树结构实现的。本文的目标是由星–二叉树通过一

个简单的机制在每个迭代步添加一些边形成一个确定性的小世界模型，它的聚集系数比较高。 

2. 确定性小世界网络的构建 

在大多数现实网络中，节点数目经常随时间步指数增长。因此，我们在星图 1,6K 的每个叶节点附

着一个二叉树得到了一个新树，它的节点数随着层数指数增长，我们称之为星–二叉树。然而，由

于树中没有三角形，因此它的聚集系数等于 0。为了得到比较高的聚集系数，这里我们提出一个在每

个迭代步基于一个简单机制添加边的产生算法。假设 t 步后得到的网络为 tSW ，它的节点数为 tN ，

边数为 tE ，其中 0,1,2, , 1,t T T= − 是迭代次数。假设每个节点标上一个随产生时间增加的自然数，
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算法如下： 
步骤 0：初始化：使 t = 0, 0SW 包含一个节点标记为“0”。很明显， 0 1N = , 0 0E = ，层数为 1。 
步骤 1：由 0SW 产生 1SW ：6 个标为“1”，“2”…“6”的孩子节点作为节点“0”的分支。很明显，

产生了一个星图 1,6K ，它的叶节点依次连边。因此， 1 7N = ， 1 12E = ，层数为 2。 
步骤 2：由 1SW 产生 2SW ：在 1,6K 的叶节点产生两个孩子结点分支，产生了 6 个二叉树，在每对兄弟

节点及每个新节点和根节点“0”之间连边。因此， 2 19N = ， 2 42E = ，层数为 3。 
步骤 3：由 tSW 产生 1tSW + ( )1t > ：此步骤包含下面三个子步。 
步骤 3.1：在 tSW 的最外层的每个节点产生两个新节点的分支，形成了一个新层。换言之，节点

“ ( )5 2 5tN p+ − + ”分别连接新产生的节点“ 2tN p+ ”和“ 2 1tN p+ + ”，其中 ( )0,1, , 5 2 1tp N= + − 。 
步骤 3.2：在新产生层的每对兄弟节点之间添加边。换言之，节点“ 2tN p+ ”和“ 2 1tN p+ + ”相

连，其中 ( )0,1, , 5 2 1tp N= + − 。 
步骤 3.3：对每个新产生的节点和它的祖父节点连边。换言之，每个第 t 层标“ ( )5 4 5tN p+ − + ”

的节点分别与第 2t + 层标为“ 4tN p+ ”，“ 4 1tN p+ + ”，“ 4 2tN p+ + ”，“ 4 3tN p+ + ”的四个孙

子节点连接，其中 ( )0,1, , 5 4 1tp N= + − 。 
很明显，通过上面的 3 个子步，有 1

1 12 5, 30 2t
t t t tN N E E −
+ += + = + ⋅ 。 

步骤 4：如果 1t T< − ，使 1t t= + ，返回步骤 3；否则，算法终止。 
以上的迭代进程重复 1T − 次，得到了一个高聚集系数的确定性的网络。事实上，我们在一定程度上

模拟了家族关系。比如，兄弟节点分支对通过相同的父亲节点连接，祖父节点与它的四个孙子节点连接。

图 1 展示了开始的四次迭代后得到的网络。由初始条件 0 1N = ， 1 12E = 和 1
1 12 5, 30 2t

t t t tN N E E −
+ += + = + ⋅ ，

很容易计算 ( )6 2 5, 15 2 18 0t t
t tN E t= ⋅ − = ⋅ − > ，因此，我们得到如下的平均节点度： 

( )2 15 2 182 2.25 1
6 2 5 6 2 5

t
t

t tt
t

E
k

N

⋅ −  = = = − ⋅ − ⋅ − 
                         (1) 

由于 lim 5t tk→∞ = ，可以看出得到的网络是一个稀疏图，它的节点比可能有更少的连接。 

3. 确定性小世界网络的相关特性 

由于它的确定性和离散特性，上面描述的模型可以精确地解决，下面我们关注度、聚集系数和直径。 

3.1. 度分布 

度分布是一个网络最重要的统计特性之一。由定义，一个节点 i 的度等于它关联边的个数，度分布

( )P k 是一个随机选择节点度为 k 的概率。根据这个迭代算法，当 3t ≥ 时，可以很清楚地看出构建的网

络在第一层、中间层、次外层和最外层的节点对应的度分别为 18，9，5，3。因此，可以得出： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 1

1 6 2 618 9
6 2 5 6 2 5

6 2 6 25 3
6 2 5 6 2 5

t

t t

t t

t t

P k k k

k k

δ δ

δ δ

−

− −

⋅ −
= ⋅ − + ⋅ −

⋅ − ⋅ −
⋅ ⋅

+ ⋅ − + ⋅ −
⋅ − ⋅ −

                        (2) 

当 0k = 时， ( ) 1kδ = ； 0k ≠ 时 ( ) 0kδ = 。当 t →∞时，可以很容易得到下面的度分布： 

( ) ( ) ( ) ( )lim 0.25 9 0.25 5 0.5 3t P k k k kδ δ δ→∞ = ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −                      (3) 

因此，构建的网络的度分布是离散的，主要对应 3 个度值，它与大多数小世界网络的度分布 ( )P k 是

以度 k 为幂指数的指数分布是不同的。 
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Figure 1. The first four iterations of the growth of the proposed network 
图 1. 构建网络增长的前四次迭代 

3.2. 聚集系数和聚集度相关性 

由定义，一个节点 i 的聚集系数 iC 是它的 ik 个相邻节点之间实际存在的边数 ie 和所有可能的边数

( )1 2i ik k − 的比率。故 ( )2 1i i i iC e k k = − 。整个网络的聚集系数是所有节点聚集系数的平均值。由于构

建网络的对称性，相同度的节点具有相同的聚集系数。在迭代步 t，有 1t + 层。当 3t > 时，对于第一层节

点，有 6 24i ie k= + = ；对于第二层节点，有 2 11i ie k= + = ；对于第 t 层节点，有 1 6i ie k= + = ；对于第 1t +
层节点，有 3i ie k= = ；对于其余的中间层，有 3 12i ie k= + = 。因此，我们很容易得到下面的结果： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )8 318 9 5 1 3
51 5

C k k k k kδ α δ δ δ= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ −                      (4) 

当节点位于第二层，
11
36

α = ；否则
1
3

α = 。 

此外，由于 i ie k≈ ，有 ( ) 22 1i i i i
i

C e k k
k

 = − ≈  ，因此聚集度相关性可以简单地描述为 ( ) 1C k k −∝ 。

也就是说，聚集系数和节点度之间有一个负相关性，它意味着节点的度越大，它的聚集系数越小。 
基于等式(4)和等式(2)， 3t > 时，整个网络的平均聚集系数 C 计算如下： 

( ) ( )

( )

( )

6 2 5

1

2 2 1

1
6 2 5

1 8 11 1 31 6 6 2 2 6 2 6 2 1
51 36 3 56 2 5

11 169
15 102 6 2 5

t

it
i

t t t
t

t

C t C t
⋅ −

=

− − −

=
⋅ −

 = ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ −  

= +
⋅ −

∑

                  (5) 

由于 ( ) ( )1 0C t C t+ − < ，当迭代步 t 趋近无穷大时，C 将单调减少到常数值11 15 0.7333≈ 。因此，

这个网络的聚集系数是非常高的。 

3.3. 直径和平均路径长度 

除了度分布和聚集系数，平均路径长度是另一个描述网络的重要参数。平均路径长度定义为网络的

所有节点对的最短路径的平均值。人们发现小世界现象是最接近现实网络的，由于它表现出一个短的平

均路径长度。对大多数网络模型，很难得到平均路径长度的分析值。为了证明任意节点对之间有短的距 
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Figure 2. The APL and D versus the logarithm of the number of nodes ( )( )ln 5 6 ln 2tN t+ =  

图 2. 平均路径长度、直径和节点个数的对数 ( )( )ln 5 6 ln 2tN t+ = 比较 
 
离，可以采用另一个参数直径。直径定义为网络中任意两个节点距离的最大值，它表明网络的最大传输

延迟。如果一个网络的直径比较小，那么它无疑就有一个短的平均路径长度。直径在迭代步 t 表示为 D(t)。
由于网络是星树结构的，很容易看出直径总是位于非邻接树的最外层节点之间。当 1t > 时，以节点对

( )1 26 2 5,18 2 5t t− −⋅ − ⋅ − 为例，从节点 16 2 5t−⋅ − 到节点 218 2 5t−⋅ − 游历，如果 t 是偶数，最短路径包含 t 条
边；如果 t 是奇数，最短路径包含 1t + 条边。因此有下面得公式： 

( )

5ln
6 ,

ln 2
5ln

61 1,
ln 2

t

t

N

t d
D t N

t d

 + 
 
  ==  +     + = +

；

。

是偶数

是奇数

                           (6) 

此外，直径 D 随节点的数目对数地增长。由于平均路径长度比直径小，因此平均路径长度应该增长

的更慢。为了更清晰地展示它们的关系，图 2 提供了一个模拟的结果。 
基于以上的讨论，我们构建的模型是稀疏的，具有高的聚集系数、短的直径和平均路径长度，它满

足小世界网络的三个主要特征。因此它是一个确定性的小世界网络。 

4. 结论 

综上所述，我们通过在星–二叉树的每对兄弟节点及祖父节点和它的孙子节点之间添加边，提出了

一个确定性的小世界模型，然后计算出了一个不小于 0.7333 的比较高的聚集系数，产生了一个小世界网

络。我们得到了确定性模型的度分布、聚集系数、聚集度相关性和直径的分析结果，它们都很接近存在

的随机小世界网络。这个模型提供了一种通过修改已存网络来产生包含特定属性的网络的方法，也可以

帮助工程师进行拓扑设计和性能分析，也可以帮助我们去掉小世界现象的神秘性。 
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