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Abstract 
Stochastic differential equation (SDE) is a relatively new discipline branch linking the determinis-
tic and non-deterministic phenomenon [1]. The method of studying SDE is proceeded from two 
aspects of qualitative and quantitative. Qualitative aspect is studying the existence, uniqueness 
and stability of the solution of SDE; and quantitative aspect is concerning the solving method and 
the statistical characteristics of the solving process [2]. In order to carry out the following proof, 
the thesis presents some basic theory knowledge about stochastic differential equation. By means 
of doing transforms, we obtain the expressions solution of SDE with the help of the formula ˆIto , 
and thus we show the existence of the SDE. And finally, we prove the uniqueness of the solution of 
the SDE by utilizing the Cauchy-Schwarz inequality, the Lipschitz condition and the Gronwall’s 
lemma. 
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摘  要 

随机微分方程是把确定性现象和非确定性现象联系起来的一门比较新兴的学科分支[1]。研究随机微分方

程的方法是从定性和定量两方面进行的，定性方面是研究解的存在性、唯一性和稳定性；而定量方面是

研究求解的方法及求解过程的统计特性[2]。此篇论文首先介绍了随机微分方程的一些基本理论知识，对

几种具体的随机微分方程做了一些定性的探讨，证明了几种随机微分方程解的存在性与唯一性。解的存

在性的证明方法是先作变换，再借助伊藤公式，推导出解的表达式，从而也就证明了解的存在性。而解

的唯一性证明过程中运用了Cauchy-Schwarz不等式和Lipschitz条件，还用到了Gronwall引理。 
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1. 引言 

随机微分方程是 20 世纪中叶发展起来的一个较新学科分支。系数为随机量的常微分方程和由随机过

程驱动的微分系统，一般称为随机微分方程。又因为前者可以直接地处理为随机参数的常微分方程，所

以通常的随机微分方程常常专门指后者。随机微分方程的概念最早以布朗运动的形式，由 Einstein 在他

的那篇著名的论文中提出。这个方向的研究工作随后由 Langevin 等继续研究，此后伊藤清和 Stratonovich 
[3]完善了随机微分方程的数学基础，使得这门学科更加科学严谨。随机微分方程多用于对一些多样化现

象进行建模，比如不停变动的股票价格，部分物理现象如热扰动等。随机微分方程在数学以外的许多领

域有着广泛的应用，它对数学领域中的许多分支起着有效的联结作用。近年来，在一些新兴的科学技术

领域中大量出现随机微分方程的问题，如在随机干扰下的控制问题，通信技术中的滤波问题，生物数学

模型的建立问题和随机振动问题等，都依赖于随机微分方程的研究和解决。 

2. 预备知识 

2.1. 伊藤 ( )ˆIto 公式 

设 ( )X ⋅ 满足随机微分方程 d d dX F t G W= + ，其中 ( )1 0,F L T∈ ， ( )2 0,G L T∈ 。假定 [ ]: 0,u T× → 

是连续的，且具有连续偏导数
u
t

∂
∂

，
u
x
∂
∂

，
2

2

u
x
∂
∂

令。 ( ) ( )( ): ,Y t u X t t= 那么Y 有如下的伊藤微分形式。 

2 2
2 2

2 2

1 1d d d d d d
2 2

u u u u u u uY t X G t F G t G W
t x t x xx x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

              (1) 

因此伊藤微分形式(1)就称为 ˆIto公式。 

2.2. 定义 

我们称 n
 值随机过程 ( )X ⋅ 是 ˆIto随机微分方程 

( )
( ) ( )

( ) 0

d , d , d
SDE    

0

X b X t t B X t W

X X

= +


=
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的一个解，其中 0 t T≤ ≤ ，满足： 

(i) 对于 ( )F ⋅ , ( )X ⋅ 是有序可测的， 
(ii) ( ) ( )1: , 0,nF b X t L T= ∈ ， 
(iii) ( ) ( )2: , 0,n mG B X t L T×= ∈ ， 
(iv) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 0

, d , d
t t

X t X b X s s s B X s s W= + +∫ ∫ 几乎必然对于所有的 0 t T≤ ≤ 。 

2.2.1. 注 
(i) 设 ( )W ⋅ 是一个 m 维的布朗运动， 0X 是一个与 ( )W ⋅ 相互独立的 n 维随机变量。今后记

( ) ( )( )( )0: , 0F t u X W s s t= ≤ ≤  ( )0t ≥ 它是由 0X 产生的σ -代数，是时间 t (包含 t )之前的维纳过程的历史。 
(ii) 假设给定 0T > ，且 [ ]: 0,n nb T× →   

[ ]: 0,n n mB T M ×× →  

是给定的函数。(注：这些不是随机变量。)我们来具体表示这些函数，即 

( )
11 1

1 2

1

, , , ,     

m

n

n nm

b b
b b b b B

b b

 
 

= =  
 
 



   



 

2.2.2. 注 
① 如果一个高阶随机微分方程 ( )SDE 的形式为 

( ) ( )( ) ( )( )1 1, , , , , ,n n nY f t Y Y g t Y Y ξ− −= +   

通常这里的ξ 表示“白噪声”，上面的形式可写成 

( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )

1

2

1 nn

Y t X t
Y t X t

X t

X tY t−

   
   
   = =   
        







 

那么 

( ) ( )

2 0
d d d

X
X t W

f g

   
   = +   

     

 

 

 

② 考虑到定义中的(iii)，我们可以总是假定 ( )X ⋅ 几乎必然有连续的样本路径。 

2.3. Gronwall 引理 

设φ 和 f 是定义在 0 t T≤ ≤ 上的非负连续函数，其中 0 0C ≥ 表示常数。如果 

( ) 0 0
d ,     0

t
t C f s t Tφ φ≤ + ≤ ≤∫ 对于所有的                         (2) 

那么 

( ) 0 d
0e

t f st Cφ ∫≤ ，对于所有的 0 t T≤ ≤ 。 

2.4. 存在性与唯一性定理 

假定 [ ]: 0,n nb T× →  ，和 [ ]: 0,n n mB T M ×× → ，是连续的，并且满足下面的条件[4]： 
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(i) (Lipschitz 条件) ( ) ( )ˆ ˆ, ,b x t b x t L x x− ≤ − ，对于所有的 0 t T≤ ≤ ， ˆ,  nx x∈                (3) 

(ii) (线性增长有界条件)
( ) ( )
( ) ( )

, 1

, 1

b x t L x

B x t L x

≤ +

≤ +
，对于所有的 0 t T≤ ≤ ， nx∈                    (4) 

上面的条件(i)和(ii)均是对于一些常数 L 。 
设 0X 是任意 n

 值随机变量，如果 ( )2
0E X < ∞，并且 0X 与 ( )0W + 是独立的，这里的 ( )W ⋅ 是一个给

定的 m维布朗运动。 
那么对于随机微分方程 

( )
( ) ( )

( ) 0

d , d , d
SDE     ,    0

0

X b X t t B X t W
t T

X X

= + ≤ ≤
=

 

存在一个唯一解 ( )2 0,nX L T∈ 。 
且解的表达式[5]为 

( ) ( ) ( )0 0 0
, d , d

t t
X t X b X s s B X s W= + +∫ ∫ .                          (5) 

文献[6]中给出了这一定理的证明，先证唯一性，再证存在性。但是存在性的证明过程中需要构造迭

代格式，并且运用了鞅不等式[7]，切比雪夫不等式，Borel-Cantelli 引理[8]，还用到了无穷级数一致收敛，

归纳法以及递推的方法，证明既繁琐又复杂。下面我们对一些具体的随机微分方程，利用 Cauchy-Schwarz
不等式，通过变换利用伊藤公式[9]，再利用 Gronwall 引理来完成随机微分方程存在性与唯一性的证明，

对于这些具体的随机微分方程证明过程变得比较简炼，使我们更容易理解接受。 

注 
① “唯一性”是指，如果 X ， ( )2ˆ 0,nX L T∈ ，并且都是随机微分方程的解，且有几乎必然连续样本

路径，那么 

( ) ( )( )ˆ , 0 1P X t X t t T= ≤ ≥ =对所有的  

② 假设(i)是说对于变量 x ， b 和 B 是一致 Lipschitz 连续的。同时注意到，假设(ii)实际可由假设(i)
得到。 

3. 几种随机微分方程解的存在唯一性 
下面我们就几种不同类型的随机微分方程给出解的存在性、唯一性的证明. 

3.1. 常系数的线性随机微分方程 

定理 2.1：布朗粒子模型的移动，一维情况的摩擦力是：X bX σξ= − + ，这里的 ( )ξ ⋅ 是“白噪声”，

0b > 是粒子的摩擦系数，σ 是扩散系数，我们可以解释 ( )X ⋅ 是布朗粒子的速率，因此我们可以将上面的

式子表示成如下的随机微分方程 

( ) 0

d d d
0

X bX t W
X X

σ= − +
 =

 

其中初始分布 0X 是独立的布朗运动。其中有 ( ) ( )W ξ⋅ = ⋅ 。这是郎之万方程。对此随机微分方程，可证明 

其解是存在唯一的，且有表达式： ( ) ( )
0 0

e e d
t b t sbtX t X Wσ − −−= + ∫ ， 0t ≥  

注：σ 是扩散系数，其具体表达式为： 2 Bbk Tσ = ，其中 Bk 是玻尔兹曼常数[10]，T 是环境温度。

而玻尔兹曼常数 Bk 是有关温度及能量的一个物理常数，而且 231.3806505 10 J/KBk −= × 。 
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证明：先证唯一性。令 X 和 X̂ 是定义在同一概率空间上具有相同初值 0X 的两个解，则由解的表达

式(5)，得到以下两个方程： 

( ) ( ) ( )00 0 0
0 d d d d

t t t
X t X bX s W X b X s W tσ σ= + − + = − +∫ ∫ ∫  

和 

( ) ( ) ( )00 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ0 d d d d

t t t
X t X bX s W X b X s W tσ σ= + − + = − +∫ ∫ ∫  

其中 ( )0 0W = . 
两式相减得出 

( ) ( ) ( )0 0 0
ˆ ˆ ˆd d d

t t t
X t X t b X s b X s b X X s− = − + = − −∫ ∫ ∫  

由Cauchy-Schwarz 不等式，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )22 2 22 2 2
0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆd d d
t t t

E X t X t E b X X s b E X X s b E X X s − = − ≤ − ≤ − 
 

∫ ∫ ∫  

令 ( ) ( ) ( )( )2ˆ:t E X t X tφ = − ，则 ( ) ( )2
0

d
t

t b s sφ φ≤ ∫ ，由 Gronwall 引理中的(2)式，知： 0 0C = ，且

( )
2

0 d
0e

t b st Cφ ∫≤ ，故 0φ ≡ ，即 ( ) ( )( )2ˆ 0E X t X t− ≡ ，则 X 与 X̂ 无区别，唯一性得证。 

再证存在性。令 ( ) ( )ebtY t X t= ，且 ( ) ( ) 0
00 0 ebY X X∗= = 。 

根据伊藤公式(1)，知 

d e d e d e dbt bt btY b X t X Wσ= + =  

两边同时积分，得出 

( ) ( )
( ) 00

00 0
0 e d e d

Y Xt tbs bsY t Y W X Wσ σ
=

= + = +∫ ∫  

故 ( ) ( ) ( )
0 0

e e e d
t b t sbt btX t Y t X Wσ − −− −= = + ∫ ， 0t ≥ 。因此其解存在，存在性得证。 

3.2. 简单的线性齐次随机微分方程 

定理 2.2：假设 a 和 s 均是常数。满足 ˆIto随机微分方程 

( )
( ) 0

d d d

0

P aP t sP W t

P P

= +


=
 

则此随机微分方程的解是存在唯一的，并且其唯一解的表达式是： 

( ) ( )
2

0 0
exp d

2
tsP t P a t s W t

  
= − +     

∫ ,其中 0 t T≤ ≤  

证明：先证唯一性。令 P 和 P̂ 是定义在同一概率空间上具有相同初值 0P 的两个解，则由解的表达式

(5)，得到以下两个方程： 

( ) ( )0 0 0
d d

t t
P t P aP z sP W z= + +∫ ∫  

和 

( ) ( )0 0 0
ˆ ˆ ˆd d

t t
P t P aP z sP W z= + +∫ ∫  
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两式相减，可以得出对于 0 t T≤ ≤ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

ˆ ˆ ˆd d
t t

P t P t a P P z s P P W z− = − + −∫ ∫  

因为 ( )2 2 22 2a b a b+ ≤ + ，所以 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 22

0 0
ˆ ˆ ˆ2 d 2 d

t t
E P t P t E a P P z E s P P W z   − ≤ − + −   

   
∫ ∫  

由Cauchy-Schwarz 不等式，有 

( )
2 2 22 2

0 0 0 0
ˆ ˆ ˆd d d d

t t t t
a P P z a z P P z a T P P z− ≤ − ≤ −∫ ∫ ∫ ∫  

则 

( ) ( ) ( )2 2 22 2

0 0 0
ˆ ˆ ˆd d d

t t t
E a P P z a TE P P z a T E P P z − ≤ − ≤ − 
 
∫ ∫ ∫  

由 Lipschitz 条件(3)式知，存在 L 使得 

( )ˆ ˆ ˆs P P sP sP L P P− = − ≤ −  

其中 s L= 。 
进而有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22
0 0 0

ˆ ˆ ˆd d d
t t t

E s P P W z E s P P z L E P P z   − = − ≤ −     
∫ ∫ ∫  

其中 ( ) ( )1 2d dW z z≈ 。 
故 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

2 2 22 2
0 0

2

0

ˆ ˆ ˆ2 d 2 d

ˆ                            d

t t

t

E P t P t a T E P P z L E P P z

C E P P z

− ≤ − + −

≤ −

∫ ∫

∫
 

其中 { }2 2max 2 ,2C a T L= 为一些常数。 

令 ( ) ( ) ( )( )2ˆ:t E P t P tφ = − ，则有 ( ) ( )
0

d
t

t C z zφ φ≤ ∫ ，由 Gronwall 引理中的(2)式，知： 0 0C = ，且 

( ) 0 d
0e

t C zt Cφ ∫≤ ，因而 0φ ≡ ，即 

( ) ( )( )2ˆ 0,    0E P t P t t T− ≡ ∀ ≤ ≤  

因而 P 和 P̂ 无区别，唯一性得证。 
再证存在性。令 ( ) ( )logY t P t= ，且 ( ) ( ) 00 log 0 logY P P= = 。 
利用伊藤公式(1)，知 

( )2 2 2
2

1 1 1 1d 0d d d d d
2 2

Y t P s P t a s t s W t
P P

   = + + − = − +   
   

 

两边同时积分得 

( ) ( ) ( )
( )

( )
02 20 log

00 0 0
0 d d log d

2 2

Y Pt t ts sY t Y a t s W t P a t s W t
=   

= + − + = + − +   
   

∫ ∫ ∫  
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所以 

( ) ( ) ( )
2

0 0
e exp d ,     0

2
tY t sP t P a t s W t t T

  
= = − + ≤ ≤     

∫  

故其解存在，存在性得证。 

3.3. 一般的线性非齐次随机微分方程 

3.3.1. 其一般形式 

设 ( ){ }, 0X t t ≥ 满足
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

0

d d d ,

.

X t a t X t a t t b t X t b t W t

X t x

 = + + +


= 初始条件
 

其中 ( ){ }, 0W t t ≥ 是一维标准布朗运动， ( )1a t ， ( )2a t ， ( )1b t ， ( )2b t 是 t 的一般函数(也可以是常数)。设

它们在 [ ]0, t 上波雷尔可测[3] (容易验证，单调函数，逐段单调函数及连续函数均是博雷尔可测函数)且有

界，设 00 t t T≤ < ≤ ，初始值 ( )0X t 关于
0t

F 可测。 

3.3.2. 一个特殊的多元伊藤公式 
设 ( ){ }( ), 0 1,2iX t t i≥ = 满足 

( ) ( ) ( ) ( )d d d ,     1, 2i i iX t b t t t W t iσ= + =  

令 ( ) ( ) ( )1 2Y t X t X t= ，则 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1d d dX t X t b t X t b t X t t t t t X t t X t W tσ σ σ σ= + + + +    (6) 

下面对一般的线性非齐次随机微分方程，我们先推导出它所对应的齐次方程的基本解，进而再给出

线性非齐次随机微分方程一般解的表达式。 
定理 2.3：设 ( ){ }, 0X t t ≥ 满足伊藤方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22d 1 d 1 d ( 0 )
1

X t X t b t t b t W t b
t

 = + + + + > + 
， 为常数  

则对应的齐次线性方程的基本解为 ( )
0 0

2

0

2 1exp d
1 1

t
t t

tt u
u t

ρ
 + = =   + +   

∫ ,而非齐次随机微分方程的一般

解为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2
0 0 0 0

0

1 1 ,     0
1

tX t X t b t W t W t t t t t
t

 +
= + + − + − ≤ ≤ + 

 

证明：令 ( ) ( ) ( )
0

1
tY t t X tρ−= ，且 ( )1

2
1

a t
t

=
+

， ( ) ( )2
2 1a t b t= + ， ( )1 0b t = ， ( ) ( )2

2 1b t b t= +  

而 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2
1

1 1exp d d
2

t t
t t t

b t
t a s s b t W tρ

  
= − +      

∫ ∫ ，则 

( ) ( )( )0 00

2
2

0

2 1exp d exp ln 1
1 1

t t
t tt

tt s s
s t

ρ
 + = = + =   + +   

∫  

即 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 01 1

2d d d d
1t t t tt a t t t b t t W t t t

t
ρ ρ ρ ρ= + =

+
 

而
( )0

0

1 1
t

t t
ρ

ρ
− = ，则由伊藤公式⑴可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 0

1 2 2 2 3 1
1

1 2d 0 d d 2 d d
2 1t t t t t tt t t t b t t t t t t

t
ρ ρ ρ ρ ρ ρ− − − −= ⋅ − + ⋅ = −

+
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

1 1

2 2

2d d
1
2d 1 d 1 d

1

t tt t t
t

X t X t b t t b t W t
t

ρ ρ− − = − +⇒ 
  = + + + +  + 

 

则由(6)式得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2 21 1 1d 1 d 1 dt t tt X t b t t t b t t W tρ ρ ρ− − −= + + + , ( )( )0

1
0 1t tρ− = 两边同时积分,得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 00 0

2 21 1 1
0 1 d 1 d

t t
t t tt t

t X t X t b s s s b s s W sρ ρ ρ− − −= + + + +∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0 00 0

0 0

2 21 1
0

2 2 2
2 20 0

0
0

2
2

0 0 0 0
0

1 d 1 d

1 11             1 d 1 d
1 1 1

1             1
1

 

t t
t t tt t

t t

t t

X t t X t b s s s b s s W s

t tt X t b s s b s W s
t s s

t X t b t W t W t t t
t

ρ ρ ρ− − ⇒ = + + + +  

   + ++    = + + + +      + + +       

 +  = + + − + −   + 

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2
0 0 0 0

0

1            1 ,     0 .
1

t X t b t W t W t t t t t
t

 +
= + + − + − ≤ ≤ + 

 

4. 结束语 

这篇论文通过对一些具体的随机微分方程进行探讨，证明了其解的存在性与唯一性，其中主要利用

Cauchy-Schwarz 不等式来证明这些具体的线性随机微分方程解唯一性，而存在性的证明通过作变换并利

用伊藤公式，推导出几种随机微分方程解的具体表达式，从而完成了存在性的证明。从证明过程可以看

出 Lipschitz 条件必不可少。我们给出的证明方法简单明了，这对于初次涉入这一领域的人会有一定的启

发作用。希望有兴趣的老师同学与我们共勉，使我们能更多地深入了解到这方面的知识以及它的广泛应

用。 
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