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Abstract 
This work investigates the exciton property of the bilayer Hubbard model by using the con-
strained-path Monte Carlo method. The calculated results show that when the doping density is 
lower than 0.08, the local exciton characterized by interlayer single particle tunneling is enhanced 
by the interlayer Coulomb interaction V, and the enhancement becomes stronger with decreasing 
the doping density. However, when the doping density is higher than 0.08, the local exciton is sup- 
pressed by V. This result exhibits significant differences from the published results at finite tem-
peratures. Further analysis shows that the long-range exciton correlation function is reduced with 
increasing V, demonstrating that there does not exist exciton condensation in the studied model. 
In addition, the interlayer Coulomb interaction V is shown to have a rather weak effect on local 
magnetic moment. 
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摘  要 

本文采用约束路径量子蒙特卡罗方法系统地探讨了双层哈伯德模型中的激子态特性。计算结果表明，当

空穴和电子掺杂浓度低于0.08时，由层间单粒子隧穿强度表征的局域激子态被层间库仑相互作用V增强，

且随着掺杂浓度的减小增强效应逐渐变强，而当空穴和电子掺杂浓度高于0.08时，局域激子态却被V减
弱。该结果与已发表的有限温度结果存在重要的差异。进一步的分析发现在整个掺杂区间，激子的长程

空间关联函数随着V的增加而减小，表明研究的双层哈伯德模型中不存在激子序参量的长程序，即激子

凝聚态。此外，层间库仑相互作用V对格点磁矩的影响很小。 
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1. 引言 

近年来，关于激子态的研究受到了凝聚态物理学家的广泛关注，如何克服固体材料中由于电子和空

穴的不断复合而影响激子态的凝聚是一个亟需解决的问题[1] [2]。人们设想，可以把电子和空穴分别分布

在两个层中，依靠电子和空穴间的库仑作用力来形成比较稳定的电子–空穴对，即激子态，这样能有效

减小电子–空穴复合湮灭的几率[3] [4]。石墨烯的发现进一步促进了人们对这种结构的认识，借助于一个

双层石墨烯结构，可以比较容易地实现电子和空穴的分层分布[5]-[7]。人们预言，在这样的一个双层结构

中，当外加磁场强度为零时，在某一个有限温度下，层间会出现激子的凝聚现象[2]。 
在理论研究方面，人们采用多种理论方法分析了双层石墨烯和其他双层多电子体系[8] [9]的激子态特

性。Dillenschneider 等人采用哈特利-福克近似方法探讨了带偏压双层石墨烯中的激子态特性[10]，发现当

层间库仑相互作用大于一临界值(依赖于电压偏差和层间电子跃迁积分)，体系中存在稳定的激子态。Song
等人采用单圈微扰重正化群方法探讨了未掺杂双层石墨烯体系的电子态[11]，计算结果表明由于体系具有

完美的粒子–空穴嵌套特性，电子间的相互作用将导致铁磁态、超导态、自旋和电荷密度波、以及激子

态的出现，而且除超导态外其它状态均为绝缘态。基于数值精确对角化方法，Kaneko 等人探讨了 Falicov- 
Kimball 模型描述双层多电子体系中的激子态特征[12]，发现随着层间库仑相互作用的增加，激子态表现

出由 Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS)凝聚过渡到 Bose-Einstein 凝聚。最近，Rademaker 等人采用有限温

度行列式量子蒙特卡罗方法研究了双层哈伯德模型中的激子态特性[13]。他们发现当电子和空穴掺杂浓度

处于 10%~20%区间时，体系存在较为稳定的局域激子态，但是“负符号”问题导致难以确定体系是否存

在激子凝聚态。 
目前，关于激子态的研究尚存诸多问题，包括是否存在激子凝聚态、凝聚态属性、电声子相互作用

和无序对凝聚态的影响、以及激子凝聚态引起的物理效应等[13]-[15]。在本工作中，为了进一步理解双层

哈伯德模型中激子态与电子和空穴掺杂浓度的关系，以及是否存在激子凝聚态这一重要问题，我们采用

约束路径量子蒙特卡罗方法[16]系统地研究了双层哈伯德模型的零温基态特性。 

2. 模型结构和哈密顿量 

我们考虑一个由两个单层方形格子组成的双层结构，如图 1 所示。该双层结构的模型哈密顿量可以

写为下面的形式： 
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Figure 1. (a) Sketch of bilayer Hubbard model. t  and t⊥  stand for the intralayer and interlayer hopping integrals. U and 
V represent the on-site and interlayer Coulomb interactions  
图 1. 双层哈伯德结构示意图。层内电子跃迁积分为 t ，层间电子跃迁积分为 t⊥ ，格点上电子双占据的作用强度为 U，

层间的相互作用为 V 
 

K U VH H H H= + +                                    (1) 

在该表达式中 KH 代表电子跃迁对应的动能部分， UH 是同一个格点上电子双占据(自旋向上和自旋向

下)时的在位库仑相互作用项， VH 则表示层间电子-电子库仑相互作用项，亦即层间电子–空穴之间的吸

引相互作用。它们分别表达为下面的形式： 

( ) ( )1 2. . . .K il jl i i l il
ij l i il

H t c c h c t c c h c nσ σ σ σ σ
σ σ σ

ε+ +
⊥= − + − + −∑ ∑ ∑                    (2) 

U il il
il

H U n n↑ ↓= ∑                                     (3) 

1 2V i i
i

H V n nσ σ
σσ

′
′

= ∑                                    (4) 

这里 ( )il ilc cσ σ
+ 分别代表格点上电子的产生(湮灭)算符， il il iln c cσ σ σ

+= 代表电子的密度算符， { },σ ∈ ↑ ↓

代表自旋。 lε 代表格点上电子的势能， { }1,2l∈ 。图 1 中 t 和 t⊥ 分别代表层内和层间电子跃迁积分，U 和

V 代表在位和层间库仑相互作用。我们将以电子半填充 ( )1n = 作为出发点，通过调节格点势能

( )1 l
lε ε= − 使得两层分别为电子和空穴掺杂，且掺杂浓度大小相等。 

为了与 Rademaker 等人的有限温度结果[15]进行比较，同时考虑到层间相互作用 V 的引入将对数值

模拟带来很大的困难，我们将集中模拟沿层面 x和 y方向边长为 6的晶格(晶格常数 = 1)，即取 6x yN N= = ，

该晶格包含的格点总数为 ( )2 72x yN N N= × = 。哈密顿量(2)~(4)中的参数取值为： 4U = ， 0.05t⊥ = ，

{ }0,0.25,0.5V ∈ ，这里层内电子跃迁积分 t 选作能量单位。 
根据式(2)给出的哈密顿量可以方便地获得由单个斯莱特行列式表示的自由电子波函数，然后采用约

束路径量子蒙特卡罗方法[16]投影得到相互作用多电子体系的基态波函数，从而计算出物理量在基态中的

期待值。下列公式中符号<…>表示基态中的期待值。 
层间激子的序参量定义为如下： 

1 2k k kc cσ σ
+∆ =                                     (5) 

由于哈密顿量(3)~(4)中较强的局域相互作用，激子的形成是局域化的。因此激子的序参量可以看做

不依赖电子的动量，从而可以把它重新写为： 

1 2
1

i i
i

c c
N σ σ

+∆ = ∑                                    (6) 
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上式表明局域激子态由层间的单粒子隧穿强度加以表征。理想的激子凝聚指的是当层间的电子跃迁

完全被抑制时层间电子和空穴的配对情况。然而基于上述激子序参量的定义，此时该隧穿强度完全为零。

因此我们需要考虑一个有限的层间跃迁积分，类似于引入一个外加的电场或磁场使体系产生电极化或者

磁化从而便于探测其物理特性。 
为了考察双层哈伯德模型是否呈现激子凝聚态，我们定义激子的空间关联函数为： 

( ) ( ) ( )1 2 1 2i i j jP R c c c cσ σ σ σ

++ +=                               (7) 

这里 R 表示 i 和 j 格点激子之间的空间距离。 

3. 计算结果与讨论 

首先我们考察双层哈伯德模型的局域激子态特征。图 2(a)表示层间库仑相互作用 V 取不同值时，局

域激子序参量 ∆随电子和空穴掺杂浓度 p/n-doping 的演化行为。当 V 一定时，可以看出 ∆刚开始随着掺

杂浓度的增加而逐渐增大，然后在更大掺杂浓度区间趋于达到饱和值。随着掺杂浓度的增加，层间原则

上可以形成更多分布在不同格点的激子态，导致式(6)中的求和增大，该行为可以可以解释图 2(a)中低掺

杂区域的激子态特征。当掺杂浓度大于 0.1 时，电子的层内跃迁相对于库仑相互作用将处于主导地位，

并影响激子态的形成，从而导致 ∆呈现出趋于饱和值的特征。由图 2(a)我们还可以看出当掺杂浓度低于

0.08 时，∆随着 V 的增加而逐渐增大，而当掺杂浓度高于 0.08 时，∆随着 V 的增加而逐渐减小。该结果

表明在低掺杂区域层间库仑相互作用有助于局域激子态的形成。为了更为清晰地观察 V 的效应，我们在

图 2(b)给出 V = 0.25 和 0.5 对应的 ∆与无层间相互作用情况下的差值随掺杂浓度的演化行为。我们可以看

到当掺杂浓度低于 0.08 时，该差值随掺杂浓度的增加而减小，而当掺杂浓度高于 0.08 时，该差值基本保

持一恒定的负值。 
图 2(b)显示的结果与 Rademaker 等人的有限温度结果[15]存在显著的差异。他们发现在整个掺杂区域，

有限 V 对应的 ∆均大于 V = 0 对应的值，而且在掺杂浓度处于 10%~20%区间时，两者之间的差值呈现出

峰值，说明 V 在中等掺杂浓度时对局域激子态的增强效应最为明显。我们的零温基态计算结果与有限温

度计算结果之间的差异证明体系的物理特性随着温度的逐渐降低将发生显著的变化，进一步的低温数值

模拟工作将有助于理解体系的磁性、电荷关联、激子态等随温度的演化特征。 
根据图 2 的结果可以确定双层哈伯德模型在电子和空穴等量共掺的情况具有稳定的局域激子态，但

我们需要回答一个重要的问题：模型是否具有激子凝聚态？按照式(7)的定义，当激子的长程空间关联函

数在热力学极限下取有限值时，体系将呈现出激子凝聚态。 
图 3 给出电子和空穴掺杂浓度 p/n-doping = 0.055 和 0.098，V 取不同值时激子的空间关联函数 P(R)

随着激子间距 R 的变化特征。我们可以看出当距离大于 2 时，P(R)随着 V 的增加而减小，特别是 V = 0.5
时，该减弱效应最为明显。图 3 的结果说明不论是局域激子态被 V 增强或者减弱，激子之间的关联却总

是被 V 减弱。当 V = 0 时，由于电子–空穴对缺乏吸引相互作用，因而体系不具有激子凝聚态，即在热

力学极限下激子的长程空间关联函趋于零。由于有限 V 对应的 P(R)小于 V = 0 对应的值，因而可以确定

体系中即使存在电子–空穴对吸引相互作用，仍然不具有激子凝聚态。 
图 4 给出激子的空间关联函数平均值 ( )2P R > 随掺杂浓度的变化特征。可以发现在几乎整个掺杂区

域， ( )2P R > 均随着 V 的增加而减小，该结果说明双层哈伯德模型在中等电子关联(U~4)时难以形成激

子凝聚态。在靠近半填充(对应掺杂浓度为 0)时，计算结果存在较大的统计偏差，这对确定在极低掺杂浓

度区域是否存在激子凝聚态带来很大的困难。 
我们最后以格点磁矩为例考察了层间库仑相互作用 V 对体系其它物理特性的影响。格点磁矩定义为：
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( )2

il ilm n n↑ ↓= − 。图 5 表示格点磁矩随电子和空穴掺杂浓度的演化关系。可以清晰地看出随着掺杂浓

度的增加，格点磁矩呈现出线性下降的趋势，表明电子态的局域化被掺杂减弱。图 5 中的三条曲线与 V
的依赖关系很小，表明 V 对电子态的局域特性影响很弱。由于层间电子跃迁积分很小，单个电子的特性

主要受层内电子跃迁 t 和在位库仑相互作用 U 的影响，而层间相互作用 V 主要影响层间电子–空穴对即

激子态的形成和稳定性。 

4. 结论 

我们采用约束路径量子蒙特卡罗方法研究了双层哈伯德模型中的基态特性，特别是激子的局域行为

和长程关联特征。研究结果表明当空穴和电子掺杂浓度低于 0.08 时，局域激子态被层间库仑相互作用 V
增强，而当空穴和电子掺杂浓度高于 0.08 时，局域激子态却被 V 减弱。关于激子的长程空间关联函数计

算结果表明在研究的参数区间双层哈伯德模型不具有激子凝聚态。此外，我们发现层间库仑相互作用对

电子态的局域特性影响很小。我们的零温结果与前期发表的有限温度结果存在显著差异，为理解双层哈

伯德模中的激子态特征提供了新的理论依据。 
 

 
(a)                                      (b) 

Figure 2. (a) The local exciton order parameter as a function for V = 0, 0.25 and 0.5; (b) the 
difference of local exciton order parameter at V = 0.25 and 0.5 from the one at V = 0 as a func-
tion of the p/n-doping. 
图 2. (a) V = 0.0，0.25，0.5 时，局域激子序参量与掺杂浓度 p/n-doping 的依赖关系；(b) V 
= 0.25，0.5 对应的激子序参量和 V = 0.0 对应值之间的差值与掺杂浓度的依赖关系 

 

 
(a)                                     (b) 

Figure 3. The dependencies between the exciton correlation function and the exciton space 
distance when V is different. The p/n-doping is 0.055 and 0.098 in fig (a) and fig (b) 
图 3. V 取不同值时，激子关联函数与激子空间距离之间的依赖关系。(a)和(b)对应的掺杂

浓度 p/n-doping 分别取 0.055 和 0.098 
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Figure 4. The average exciton correlation function ( )2P R > as a function of p/n-doing at 
different V 
图 4. V 取不同值时，激子关联函数平均值 ( )2P R > 随空穴和电子掺杂浓度的变化情况 

 

 
Figure 5. The local moment m as a function of p/n-doping at different V 
图 5. V 取不同值时，格点磁矩随空穴和电子掺杂浓度的变化关系 
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