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Abstract 
In this paper, both dependencies in decrement causes and in lives in life insurance are depicted 
with the copula functions, and the joint survival functions of the multiple life are compared upon 
the cases of independence as well as dependence. A general symmetric status of multiple life un-
der dependent causes of decrement is considered, and some influence caused by the dependence 
between the individuals on the survival functions of the general symmetric status is explained. 
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摘  要 

本文利用Copula函数刻画寿险中衰减因间以及个体之间的相依性，比较个体间独立情形与相依情形的联

合生存分布。考虑相依多生命的一般对称状态在相依衰减因下的生存分布，并解释个体间相依性对一般

对称状态的生存分布的影响。 
 
关键词 

衰减因，多生命，生存分布，Copula函数 

 
 

1. 引言 

在一个由多个个体组成的多生命生存模型中，每个个体的生存时间往往会受到相同的经济环境或者

自然环境的影响(例如地震、疾病等)，而这样就使得个体间的生存时间不再是相互独立的，例如夫妻双方

的寿命是正相依的[1]。另一方面，在多元衰减模型中，各衰减因可能是完全相依的，从而导致各衰减时

间完全相依，譬如：伤残与死亡之间的相依关系。因此，在生存分析中，研究各个衰减因之间的关系以

及每个个体之间的关系时，经常会碰到类似上述的双重相依关系。对此，学者们多用相依竞争风险理论

或多元衰减模型分别研究。 
1994 年，Carriere 基于相依竞争风险分析提出了相依衰减理论[2]，在该文中，用 Copula 函数刻画了

单生命个体受相依的多元衰减因影响的生存模型，利用粗生存分布函数与净生存分布函数的非线性微分

方程组，通过粗生存分布得到了净生存分布的一个非参数估计。2007 年，Kaishev 等用 Copula 函数模拟

了竞争风险生存时间的联合分布函数，分别用不同的 Copula 函数刻画了各风险之间的相依关系，并且在

计算技术上作了很大的改进[3]。除了用 Copula 方法模拟竞争风险之间的相依性，还有许多文献试图解释

个体在竞争风险下的生存时间的潜在机制[4] [5]。 
在经典的多元衰减模型中，为了计算方便，往往假定各衰减因的衰减时间是独立的[6]。然而，在实

际情况中，个体与个体之间以及各衰减因之间往往存在相依的情形。基于此，本文将运用 Copula 方法探

讨相依个体与相依衰减的多生命多减因衰减模型。 

2. 基本概念 

对于单生命的相依多元衰减模型，Carriere [2]和 Kaishev 等[3]在文中都有深刻的讨论。假设个体的寿

命 0x ≥ 的终止受制于 m种原因中的任一个，即个体的潜在寿命是 1 2, , , mT T T ， 0 jT≤ < ∞， 1, ,j m=  。

显然，实际衰减时间是所有潜在时间 1 2, , , mT T T 当中的最小者，即 { }1min : min , , mT T T=  ，其可观测，

但每一 1 2, , , mT T T 却不可观测。正如前所述，实际情形中，作用于个体的衰减因往往相依，从而考虑随

机变量 1 2, , , mT T T 相依。而又如 Carriere [2]文中所提，虽然生物统计学家和精算学家常会考虑随机变量 jT
删失，但这个假设会导致一些棘手的理论问题，基于这样的事实，假设 jT 非删失，即 ( ) 1jP T < ∞ = 。再

设 ( )1 2, , , mT T T 的联合分布 ( ) ( )1 1 1, , , ,m m mF t t P T t T t= ≤ ≤  绝对连续，则对应的生存联合分布

( ) ( )1 1 1, , , ,m m mS t t P T t T t= > >  也是绝对连续。一个年龄为 0x ≥ 的个体的总体生存分布函数定义为 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, , , , min , ,m Mt S t t P T t T t P T T tℑ = = > > = >    

粗生存分布函数定义为 
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( ) ( ) ( ) ( )( )1 1min , , , min , ,j
m m jS t P T T t T T T= > =   

净生存分布函数定义为 
( ) ( ) ( )j

jS t P T t′ = >  

其为单独考虑衰减因 j 作用于 ( )x 个体在 t 时刻之前仍未衰减的概率，用精算符号表示为 ( )j
t xp′ ，为了

说明方便，暂用精算符号表示净生存概率，对 0 h t< < 有关系式 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
x

j j j
t j j j j h x t h x hp P T x t P T x h P T x t T x h p p− +′ ′ ′= > = > > > =             (1) 

注意，净生存分布不可直接观测，而所能观测的是 ( )1min , , mT T ，因此，粗生存分布是可观测的。 
由以上定义可知， ( ) ( )jS t′ 为总体生存分布函数 ( )1, , mS t t 的边缘分布函数，亦称为边缘生存分布函

数。 

2.1. Copula 函数 

众所周知，联合分布函数包含了随机变量间的相依信息。而 Copula 函数将这种复杂的相依关系用边

际变量的信息完整表现出来。 
定义 2.1.1 Copula 是一个的函数，且满足 
1) ( )1 1 1, , ,0, , , 0k k nC t t t t− + =  , { }1,2, ,k n∀ ∈  ； 

2) ( )1 1
1 1 1 2, , , 0n n

n n

bb b
na a a C t t t−

−
∆ ∆ ∆ ≥  , 0 1i ia b∀ ≤ ≤ ≤ ，其中 i

i

b
a∆ 表示的是一阶差分，即 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 1 1 1, , , , , , , , , , , , , , ,i
i

b
n i i i n i i i na C t t t C t t b t t C t t a t t− + − +∆ = −      

3) ( )1, ,1, , ,1k kC t t=  , { }1,2, ,k n∀ ∈  . 

引理 2.1.1 (Sklar 定理(Nelsen) [6])设 ( )1, , nF x x 是 n 维向量的联合分布函数，其边缘分布函数分别

为 ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , n nF x F x F x ，( )1, , n
nx x R∈ ，则必存在一个 Copula 函数 C，使得对所有的 ( )1, , n

nx x R∈

都有 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 2, , , , ,n n nF x x C F x F x F x=   

若边缘分布函数 ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , n nF x F x F x 都是连续的，那么 C 是唯一确定的，否则 C 在

1 2 nRanF RanF RanF× × × 上是不唯一确定的。反之，若 C 是一个 Copula 函数， ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , n nF x F x F x

是分布函数，则由上式所定义的 ( )1, , nF x x 是一个联合分布函数，其边缘分布分别是 

( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , n nF x F x F x 。 
由此可知，Copula 函数包含了随机变量的所有相依信息，使得处理随机变量信息更加容易，至少在

确定 Copula 函数后可知各随机变量之间的相依结构。另一方面，对于不同类型的边缘分布函数，可以有

相同的 Copula 函数，使得处理随机变量相依结构更加灵活。 
Copula 函数包括很多分布族，其中椭球分布族(例如多元的正态 Copula, t-Copula 等)和 Archimedean

分布族(例如 Clayton Copula, Frank Copula 等) [6]是常见的两个分布族，本文将针对 Archimedean 分布族

中的两类 Copula 函数进行讨论。 

2.2. 生存 Copula 

对于生存 Copula C ，它是连接联合生存分布函数和边缘生存分布函数的 Copula 函数。与之对应的，

有类似于 Sklar 定理的表述。因为对 ( ) [ ]1, , 0,1 n
nu u ∈ 有 
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( ) { }( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1

1 1
1 1 1

1 1
1 1

, ,

, ,

, ,

i

n
n X ii

n n n

n n

C u u P S u

P X S u X S u

S S u S u

=

− −

− −

= ≤

= ≥ ≥

=









 

其中， :
ii XS S= ， ( ) ( ) ( )i

i i i iS x S x u′= = ， ( )~ 0,1iu U 。因此，有如下的结论： 

引理 2.2.1 (Carriere [2]，Kaishev 等[3])设 ( )1, , nS x x 为联合生存分布函数， ( ) ( ) ( ) ( )1
1 , , n

nS x S x′ ′
 为

其边缘分布函数且连续，则存在唯一的生存 Copula C 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1, , , , n

n nS x x C S x S x′ ′=                            (2) 

引理 2.2.2 (Carriere [2])粗生存分布函数与联合生存分布函数之间有关系式： 

( ) ( ) ( ), , dj
j

t

S t S r r r
∞

= ∫                                   (3) 

其中 ( ) ( )1 ,
, , , ,

k
j n t r k

j

S r r S t t
t = ∀

∂
=
∂

  。 

由引理 2.2.1 与引理 2.2.2 可得下列由非线性微分方程组表达的粗生存分布函数与净生存分布函数之

间的关系式[3]： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1 2 1
1

2 1 2 2
2

1 2

d d, , ,
d d
d d, , ,
d d

d d, , ,
d d

n

n

n n n
n

S t C S t S t S t S t
t t

S t C S t S t S t S t
t t

S t C S t S t S t S t
t t

 ′ ′ ′ ′= ×

 ′ ′ ′ ′= ×



 ′ ′ ′ ′= ×









                   (4) 

其中 ( ) ( )1 1, , , ,j n n
j

C Cµ µ µ µ
µ
∂

=
∂

  。 

3. 一类相依衰减因下的多生命一般对称状态 

本节考察相依多生命的一般对称状态在相依衰减因下的生存分布，并用生存 Copula 函数模拟个体间

及衰减因间的相依性。 
对于由 n 个独立个体组成的群体，可通过剩余未衰减时间 uT 来定义状态 u ，记 t up 为在 0 时刻状态 u

已存在，且在时刻 t 状态 u 仍存在的条件概率。设 ( )u k 表示一般对称状态[7]，即至少还有 k 个个体没有

退出，也就是第 ( )1n k− + 个个体退出时状态 ( )u k 方不存在。因此，如果衰减因是死亡，那么 ( )u n 代表

联合生存状态， ( )1u 代表最后生存者状态。一般对称状态的未衰减概率 ( )t u kp 可以利用由一般概率加法

公式推得的 Schuette-Nesbitt 公式[7] 

( ) ( ) 1
11

n w k k
t w t wu k

w k
p C S− −

−
=

= −∑                                 (5) 

计算，其中 t wS 表示 n 个个体中任意 w 个个体活过 t 的联合概率。文献[7]仅考虑个体之间独立的情况，而

现实中个体间可能是相依的，同时衰减因间也可能是相依的，故本文考虑 n 个相依个体暴露在 m 个相依

衰减因的情形。为此，需计算 n 个衰减时间变量 ( ) ( ) ( )1 2
min ,min , ,min

nx x xT T T 的一般对称状态的未衰减

概率 ( )t u kp ，这里 ( ) ( ) ( ){ }1min min , ,
ix i m iT T x T x=  。记事件{ }min

ixT t> 为 t iB ， 1, ,i n=  ，设 
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( )
( )

1 2
,

: , , , , 1, ,
k

k
t k t i t i t i

I CL n k
S P B B B k n

∈

= =∑    

其中， { }1 2: , , ,k kI i i i=  ， ( ),CL n k 表示由{ }1,2, , n 的子集 { }{ }1 2, , , 1, 2, , , 1, 2, ,k li i i i n l k∈ =   所构成

的类， ( ),CL n k 中含有 k
nC 个元素， 1,2, ,k n=  。 ( )1 2

, , ,
kt i t i t iP B B B 表示 n 个个体中任意 k 个相依个体

活过 t 的联合概率，由 Sklar 定理知，存在某一生存 Copula 函数 IC ，使得 

( ) ( ) ( )( )1 2 1min min, , , , ,
k i ik

t i t i t i I T TP B B B C S t S t=  ，于是 

( ) ( )( )
( ) 1

min min
,

, , , 1, ,
x xi ik

k
t k I T T

I CL n k
S C S t S t k n

∈

= =∑     

综上可得 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) 1

1
1 min min

,
1 , ,

x xi iw
w

n w k k
t w Iu k T T

w k J CL n w
p C C S t S t− −

−
= ∈

= −∑ ∑                    (6) 

其中 ( ) ( )min , 1, 2, ,
xil

TS t l w=  为
li

x 岁个体在 m 个相依衰减因下未衰减概率分布， ( )min
ilxT 是

li
x 岁个体实

际观测的衰减时间，从而 ( )min
ilxT 在 t 时刻的未衰减概率亦是

li
x 岁个体的粗生存分布在 t 时刻的值。由

于假定 n 个个体的终止皆受制于 m种相依衰减因，此 m 种衰减因的相依性用生存 Copula 函数 DC 刻画，

则对于
li

x 岁个体有 

( ) ( ) ( ){ }( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1

1min min

1

: min , ,

, , , ,

, ,

l lx xi il l

l l

i m il l

t i m iT T

i m i

D T x T x

p S t P T x T x t

P T x t T x t S t t

C S t S t

= = >

= > > =

 =  
 



 



 

其中 ( ) ( )j ilT x
S t 为

li
x 岁个体在第 j 个衰减因下的净生存分布，其可通过式(4)可得。 

4. 实证分析 

考虑 5 个相依个体在三个相依衰减因下的一般对称状态的生存分布。Frank copula (Fc), Clayton copula 
(GCc)以及 Independence copula (Ic)函数如下： 

1) Fc: ( )
( )

( )
1

1 1

e 11, , ln 1
e 1

in u
i

n nC u u
θ

θθ

−
=

−−

 − = − +  − 

∏
 ; 

2) GCc: ( )
1

1 1, , 1n nC u u u u nθ θ θ
−− − = + + − +   ; 

3) Ic: ( )1 1, , n
n iiC u u u

=
=∏ , 

其中，参数 ( )0,θ ∈ ∞ 。 
以文献[7]中的多元衰减表为基础，建立暴露在工作期间死亡 ( )d ，工作期间退职 ( )w ，工作期间伤

残 ( )i 的 30 岁群体在整数年龄的粗生存分布函数值，该模型中的个体在 60 岁时退休，则工作期间退职以

及工作期间伤残在 60 岁以后(包括 60 岁)将退出该模型，因此 60 岁及之后的情形就不作讨论。假设各衰

减因之间的相依结构用 Clayton Copula ( )2θ = 刻画，分别用过 ( )0,1 的直线拟合工作期间死亡和伤残的粗

生存分布，样条函数拟合工作期间退职的粗生存分布，由式(4)，利用 MATLAB，得图 1 所示的净生存分 
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Figure 1. The net survival functions for decrement causes d, w, i under Clay-
ton Copula 
图 1. Clayton Copula 下的各衰减因 d, w, i 的净生存分布 

 
Table 1. The values of the net survival function under the decrement causes d, w, i and min x jTp

 
for five individuals 

表 1. 五个个体的衰减因 d, w, i 净生存分布值及 min x jTp  

 1 32x =  2 35x =  3 40x =  4 45x =  5 56x =  

( )d
xp′  0.9968 0.9941 0.9875 0.9849 0.9787 

( )w
xp′  0.8947 0.9994 0.9349 0.9244 0.9672 

( )i
xp′  0.9994 0.9990 0.9976 0.9968 0.9937 

min x jTp  0.8920 0.9925 0.9228 0.9100 0.9425 

 
Table 2. Comparisons of probabilities ( ) ( )1, ,5u kp k =   under three copulas 

表 2. 三种 Copula 函数下 ( ) ( )1, ,5u kp k =  的比较 

 ( )1up  ( )2up  ( )3up  ( )4up  ( )5up  

Fc 0.99994529 0.99853343 0.98868401 0.94109543 0.73154184 

GCc 0.99990305 0.99757521 0.98355358 0.92915634 0.74961182 

Ic 0.99999968 0.99994174 0.99768231 0.96148662 0.70068966 

 
布函数。考虑该群体中分别活过 32 岁，35 岁，40 岁，45 岁以及 56 岁的五生命群体，他们各衰减因在 
未来一年未衰减的概率值由式(1)可得，其值及 min x jTp 的值见表 1。 

基于表 1 的结果，分别用 Frank copula, Clayton copula 以及 Independence Copula 模拟个体间的相依性，

参数 2θ = 。由式(5)得表 2 的结果。 
由表 2 可见，除了 ( )5u 的生存分布值，其它在 Fc, GCc 相依假设下的生存分布值皆比独立假设的小，

说明通常的个体间独立假设容易低估组合风险。同时表明若五个个体同时暴露在相同的生存环境且正相

依，则只要其中一个个体衰减，其它个体暴露在风险的可能性就会增加，从而其相应状态下的生存概率

就会减少。进一步，GCc 相依比 Fc 相依的生存分布值小。对 ( )5u ，可见其情况与 ( ) ( )1, , 4u i i =  相反，

因为 ( )5u 相当于五个个体的联合生存状态，只要有一个个体衰减，则五个个体都暴露在衰减风险中。在

此联合生存状态下 Fc, GCc 相依的生存概率大于独立情形的生存概率，说明上述相依结构相对于独立结

构更加稳固，加强了联合状态对衰减的抵御能力。 
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5. 结论 

由以上的讨论可知，对于上述一类的多个衰减因共同作用下的多生命衰减模型，联合状态下的独立

性假设高估了风险，而对于除了联合状态的一般的对称状态，其独立性假设又会低估风险，而且不同的

相依结构其生命状态的分布也不同。因此，设计上述一类团体保险保单时应充分考虑个体之间的相依关

系。建议在不同险种的定价中，以独立性假设为基础，然后做相应的调整。 
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