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Abstract 
Paul Erdös and Noga Alon give a general sense of Ramsey Number Theory. This paper presents a 
general form of Ramsey Number Theory in the dimensional case and its promotion by using 
probabilistic methods. The paper shows the lower bound of ( )dR k k,  in the case of k l=  with 

equal probabilistic 2-coloring situation, and shows the lower bound of ( )dR l k,  in the case of k 
and l distinguishing with equal probabilistic 2-coloring situation. The paper shows the lower 
bound of ( )dR k k k, ,  in the case of k l m= =  with equal probabilistic 3-coloring situation, and 

shows the lower bound of ( )dR l k m, ,  in the case of k, l and m distinguishing with equal probabil-

istic 3-coloring situation. And the paper shows the lower bound of ( )dR k k k, , ,  in the case of 

rk k k= = =1 2   with equal probabilistic r-coloring situation, and shows the lower bound of 

( )d rR k k k1 2, , ,  in the case of rk k k1 2, , ,  distinguishing with equal probabilistic r-coloring situ-
ation. Finally, we also give the corresponding results of the variety of situations with unequal 
probabilities. 
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摘  要 

Paul Erdös和Noga Alon等人给出了一般意义的Ramsey数理论，本文通过概率方法给出了高维情况下的

Ramsey数理论及其推广的一般形式。给出了等概率2-着色情况：当 k l= 时 ( )dR k k, 的下界结果；当 k 与

l 有区分时 ( )dR l k, 的下界结果。给出了等概率3-着色情况：当 k l m= = 时 ( )dR k k k, , 的下界结果；当

k l m, , 有区分时 ( )dR l k m, , 的下界结果。给出了r-着色情况下：当 rk k k= = =1 2  时 ( )dR k k k, , , 的下

界结果；当 rk k k1 2, , , 有区分时 ( )d rR k k k1 2, , , 的下界结果。最后又给出了不等概率时上述各种情况下

的相应结果。 
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概率方法，高维Ramsey数理论，着色 

 
 

1. 引言 

在组合数学中，Ramsey 定理，又称 Ramsey 二染色定理，是解决以下的问题：要找这样一个最小的

数 n ，使得 n 个人中必定有 k 个人相识或 l 个人互不认识。也可以表述成： 
定义 1.1 [1]：Ramsey 数 ( ),R k l ：任意给定正整数 k 和 l 后，总存在一个最小整数 ( ),R k l ，使得每个

有 ( ),R k l 个顶点的完全图，或者包含有一个有 k 个顶点的图，或者包含一个有 l 个顶点的独立集；其中数

( ),R k l 称为 Ramsey 数。我们知道 ( )3,3 6R = 。 
关于此类型的 Ramsey 数 ( ),R k l 有很多的结论，1947 年 Paul Erdös 给出了等概率情况下的 ( ),R k k 的

下界问题，对任意的整数 3k ≥ ， ( )1 24 , 2
k

k R k k− > > ，后一个不等式是 Erdös 证明的，前一个不等式是

Szekeres 给出的。而且 Erdös 还给出了一般化的 Ramsy 定理[2]。当然，Paul Erdös 也给出了一些特殊情况

的 Ramsey 数的下界问题和 Ramsey 数的推广问题。Joel Spencer(1987)的一本题为“概率方法十讲”的专

著，精辟地概述了概率方法对 Ramsey 理论的应用，给出了不等概率情况下的 ( ),R k l 的下界问题[3]。

NogaAlon 也做了许多类似的关于 ( ),R k l 的工作。本文想通过用概率方法来考虑关于高维 Ramsey 数

( ),dR l k 的各类问题及其推广。下面简单地介绍一下概率方法和 ( ),dR l k 的概念。 

定义 1.2 [4]：概率方法：也称为非构造性方法，它是用来证明一类事物的某些元素具有一定的特性，

而无需实际构造那些元素的方法。在一些概率空间，这些元素存在的概率是大于零的。概率方法研究的

组合对象和组合结构很有实际意义，例如著名的四色问题，棋盘的完全覆盖问题等很有实用价值。概率

方法在解决许多组合数学问题中是一个强有力的工具，许多棘手的问题几乎可以通过运用这种方法的基

本知识解决。 
定义 1.3 [5]：完全 n -顶点 d -一致超平面：我们考虑顶点集合为 [ ] { }1, ,V n n= =  ，子集 A V⊆ 是一

个维数为 1A − 的面，维数为 d 的面(face)简称为 d -面，故 d -面有 1d + 个元素。完全 n -顶点 d -一致超平

面(the complete n-vertex d-uniform hypergraph)是指的顶点集合V 上所有 d -面的集合，d -面也称为完全 n -
顶点 d -一致超平面的超边(hyperedges)。 

定义 1.4 [5]：高维 Ramsey 数 ( ),dR l k ： ( ),dR l k 是这样的最小整数 n ，对于 n 有以下结论成立。给完
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全 n -顶点 d -一致超平面(the complete n-vertex d-uniform hypergraph)的超边(hyperedges)着红色/蓝色，或者

包含一个完全的 l -顶点红色超图(a complete l-vertex red hypergraph)或者包含一个完全的 k -顶点蓝色超图

(a complete k-vertex blue hypergraph)。完全 n -顶点 d -一致超平面有
1

n
d
 
 + 

个超边。当 1d = 时，完全 n -

顶点 d -一致超平面就是我们传统意义上的完全图， ( ),dR l k 问题也就是传统意义上的 Ramsey 数问题。 

2. 等概率着色下的高维 Ramsey 数 

2.1. 等概率 2-着色情况下的 ( )dR l k, 问题 

现在考虑 k l= 时的 ( ),dR k k 的存在性的取值问题。我们考虑完全 n -顶点 d -一致超平面，它有
1

n
d
 
 + 

个超边，那么它的完全的𝑘𝑘-顶点超图满足的结论是： 

定理 2.1 ( )

1

2
1, 2

k kk
d

dR k k
 

+ − + 
 
 >
 
 

。 

证明：我们设事件 X 表示任意完全的 k -顶点超图没有单色的情况，事件 X 若是存在的话，那么我们

最终要求的 ( ),dR k k 必然要大于我们求出的 n 的取值要求。我们继续考虑事件 X 的补事件 X ， X 表示至

少有一个完全的 k -顶点超图是单色的情况，则： 

( ) ( ) ( )( )-p X p k p k= ≤ ∑至少有一个完全的 顶点超图是单色 个顶点的完全子图是单色 红色或蓝色  

而完全的 k -顶点超图有
1

k
d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是单色，要么都是红色，要么都是蓝色，而

取红色或蓝色的概率都是1 2 ，所以 ( )( ) 11- 2
2

k
d

p k
 
 +  =  

 
完全的 顶点超图是单色 红色或蓝色 ，而完全的 k -

顶点超图是单色的总共又有
n
k
 
 
 

个，所以： 

上式
112

2

k
dn

k

 
 + 

 
    =          

，故： 

( ) ( )( )

( )( ) ( )1

1 1

-

1 2 11 1 22 2
2 !

2 2

k
d

k k
d d

p X p k

n n n n kn n
k k k

 
 + 

   
   + +   

≤

  − − − +     = = = ⋅           

∑



完全的 顶点超图是单色 红色或蓝色

 

又由： 

( )( ) ( )
( ) 2

2
1 1 1 1

1 2 1 2 2 1
! 1 3 2 1 2

2 2 2 2

k k k

kk k k k
k

d d d d

n n n n k n n n
k k k −       

+ −       + + + +       

− − − +
⋅ < ⋅ < ⋅ <

− ⋅ ⋅




 

我们让
2

1

1

2

k

k
k

d

n
 

+ − + 

< ，即让
2

12
k

k
dkn
 

+ − + < ，也即

1

2
12

k kk
dn
 

+ − + 
 
 <
 
 

;所以

1

2
12

k kk
dn
 

+ − + 
 
 <
 
 

时，
2

1

1

2

k

k
k

d

n
 

+ − + 

<

成立，此时： 
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( ) ( )( ) 1

1

1 12 2 1
2

2

k
d

k
d

n n
p X p k

k k

 
 + 

 
 + 

 
     ≤ = = <           

∑ 个顶点的完全子图是单色 红色或蓝色  

也成立，故此时 ( ) 0p X > 成立，事件 X 存在，即任意完全的 k -顶点超图没有单色的情况存在，所以

( )

1

2
1, 2

k kk
d

dR k k
 

+ − + 
 
 >
 
 

。证毕。 

我们现在再考虑一般的情形，即 k 与 l 有区分时的 ( ),dR l k 的存在性的取值问题。我们考虑完全 n -顶

点 d -一致超平面，它有
1

n
d
 
 + 

个超边，那么 ( ),dR l k 满足的结论是： 

定理 2.2 如果
1 11 1 1

2 2

l k
d dn n

l k

   
   + +         + <      

      
，则 ( ),dR l k n> 。 

证明： ( ),dR l k 是这样的最小整数 n ，对于 n 有以下结论成立。给完全 n -顶点 d -一致超平面的超边

着红色/蓝色，或者包含一个完全的 l -顶点红色超图或者包含一个完全的 k -顶点蓝色超图。完全 n -顶点 d -

一致超平面有
1

n
d
 
 + 

个超边。我们设事件 X 表示任意完全的 l -顶点超图不是红色或者任意完全的 k -顶点

超图不是蓝色的情况，事件 X 若是存在的话，那么我们最终要求的 ( ),dR l k 必然要大于我们求出的 n 的取

值要求。我们继续考虑事件 X 的补事件 X ，X 表示至少有一个完全的 l -顶点超图是红色的且至少有一个

完全的 k -顶点超图是蓝色的情况，则： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

- -

- -

- -

p X p l k

p l p k

p l p k

=

≤ +

≤ +∑ ∑

至少有一个完全的 顶点超图是红色的且至少有一个完全的 顶点超图是蓝色的

至少有一个完全的 顶点超图是红色的 至少有一个完全的 顶点超图是蓝色的

完全的 顶点超图是红色的 完全的 顶点超图是蓝色的

 

而完全的 l -顶点超图有
1

l
d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是红色，而取红色的概率为1 2 ，所以

( )
11-

2

l
d

p l
 
 +  =  

 
完全的 顶点超图是红色的 ；同理完全的 k -顶点超图有

1
k

d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是

蓝色，而取蓝色的概率都是1 2 ，所以 ( )
11-

2

k
d

p k
 
 +  =  

 
完全的 顶点超图是蓝色的 ，而完全的 l -顶点超图是

红色又有
n
l

 
 
 

个和完全的 k -顶点超图是蓝色的又有
n
k
 
 
 

个，所以： 

上式
1 11 1

2 2

l k
d dn n

l k

   
   + +         = +      

      
，故： 

( ) ( ) ( )
1 11 1- -

2 2

l k
d dn n

p X p l p k
l k

   
   + +         ≤ + = +      

      
∑ ∑完全的 顶点超图是红色的 完全的 顶点超图是蓝色的  

又由已知条件知： 

1 11 1 1
2 2

l k
d dn n

l k

   
   + +         + <      

      
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所以： 

( ) ( ) ( )

1 1

- -

1 1 1
2 2

l k
d d

p X p l p k

n n
l k

   
   + +   

≤ +

      = + <      
      

∑ ∑完全的 顶点超图是红色的 完全的 顶点超图是蓝色的

 

故此时 ( ) 0p X > 成立，事件 X 存在，即任意完全的 l -顶点超图不是红色或者任意完全的 k -顶点超图

不是蓝色的情况存在，所以 ( ),dR l k n> 。证毕。 

2.2. 等概率 3-着色情况下的 ( )dR l k m, , 问题 

上面说的是 2-着色时的 ( ),dR l k ，现在我们来考虑 3-着色相应的情形，此时 ( ), ,dR l k m ，对于 n 有以

下结论成立。 ( ), ,dR l k m 是这样的最小整数 n ，对于 n 有以下结论成立。给完全 n -顶点 d -一致超平面的

超边着颜色 1、颜色 2 和颜色 3，或者包含一个完全的 l -顶点颜色 1 的超图或者包含一个完全的 k -顶点颜

色 2 的超图或者包含一个完全的m -顶点颜色 3 的超图。 
现在考虑 k l m= = 时的 ( ), ,dR k k k 的存在性的取值问题。我们考虑完全 n -顶点 d -一致超平面，它有

1
n

d
 
 + 

个超边，那么它的完全的 k -顶点超图满足的结论是： 

定理 2.3 

( )

1

3
1, , 3

k kk
d

dR k k k
 

+ − + 
 
 >
 
 

。 

证明：我们设事件 X 表示任意完全的 k -顶点超图没有单色的情况，事件 X 若是存在的话，那么我们

最终要求的 ( ), ,dR k k k 必然要大于我们求出的 n 的取值要求。我们继续考虑事件 X 的补事件 X ， X 表示

至少有一个完全的𝑘𝑘-顶点超图是单色的情况，则： 

( ) ( )
( )( )

-

1 2 3

p X p k

p k

=

≤ ∑ 者

至少有一个完全的 顶点超图是单色

个顶点的完全子图是单色 颜色 或者颜色 或 颜色
 

而完全的 k -顶点超图有
1

k
d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是单色，要么都是颜色 1，要么都是颜色 2，

要么都是颜色 3，而取颜色 1 或者颜色 2 或者颜色 3 的概率都是1 3，所以 

( )( ) 11- 1 2 3 3
3

k
d

p k
 
 +  =  

 
者完全的 顶点超图是单色 颜色 或者颜色 或 颜色 ，而完全的 k -顶点超图是单色的总

共又有
n
k
 
 
 

个，所以： 

上式
113

3

k
dn

k

 
 + 

 
    =          

，故： 

( ) ( )( )

( )( ) ( )1

1 1

1 2 11 1 33

- 1 2 3

3
3 !

3 3

k
d

k k
d d

p X p

n n n n kn n
k k k

k
 
 + 

   
   + +   

≤

  − − − +     = = = ⋅           

∑



者完全的 顶点超图是单色 颜色 或者颜色 或 颜色
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又由： 
( )( ) ( )

( )

1

3
3

1 1 1

1 2 1 3
!

3
3 1

1 3 2 1 3
3 3 3

k
d

k k k

kk k k
k

d d d

n n n n k
k

n n n
k k

 
 + 

−     
+ −     + + +     

− − − +
⋅

< ⋅ < ⋅ <
− ⋅ ⋅





 

我们让
3

1

1

3

k

k
k

d

n
 

+ − + 

< ，即让
3

13
k

k
dkn
 

+ − + < ，也即

1

3
13

k kk
dn
 

+ − + 
 
 <
 
 

；所以

1

3
13

k kk
dn
 

+ − + 
 
 <
 
 

时，
3

1

1

3

k

k
k

d

n
 

+ − + 

<

成立，此时： 

( ) ( )( ) 1

1

1 2 1 13 3 1
3

3

3

k
d

k
d

n n
p X p

k k
k

 
 + 

 
 + 

 
     ≤ = = <           

∑ 者个顶点的完全子图是单色 颜色 或者颜色 或 颜色  

也成立，故此时 ( ) 0p X > 成立，事件 X 存在，即任意完全的 k -顶点超图没有单色的情况存在，所以

( )

1

3
1, , 3

k kk
d

dR k k k
 

+ − + 
 
 >
 
 

。证毕。 

我们现在再考虑一般的情形，即 , ,k l m 有区分时的 ( ), ,dR l k m 的存在性的取值问题。我们考虑完全 n -

顶点 d -一致超平面，它有
1

n
d
 
 + 

个超边，那么 ( ), ,dR l k m 满足的结论是： 

定理 2.4 如果
1 1 11 1 1 1

3 3 3

l k m
d d dn n n

l k m

     
     + + +               + + <          

          
，则 ( ), ,dR l k m n> 。 

证明： ( ), ,dR l k m 是这样的最小整数 n ，对于 n 有以下结论成立。给完全 n -顶点 d -一致超平面的超

边着颜色 1、颜色 2 和颜色 3，或者包含一个完全的 l -顶点颜色 1 的超图或者包含一个完全的 k -顶点颜色

2 的超图或者包含一个完全的 m -顶点颜色 3 的超图。完全 n -顶点 d -一致超平面有
1

n
d
 
 + 

个超边。我们

设事件 X 表示任意完全的 l -顶点超图不是颜色 1 或者任意完全的 k -顶点超图不是颜色 2 或者任意完全的

m -顶点超图不是颜色 3 的情况，事件 X 若是存在的话，那么我们最终要求的 ( ), ,dR l k m 必然要大于我们

求出的 n 的取值要求。我们继续考虑事件 X 的补事件 X ， X 表示至少有一个完全的 l -顶点超图是颜色 1
的且至少有一个完全的 k -顶点超图是颜色 2 的且至少有一个完全的m -顶点超图是颜色 3 的情况，则： 

( ) (

)
( )
( )
( )
( )
( )
( )

-

-
-

-

-

-

-

-

-

1

2
3

1

2

3

1

2

3

p X p l

k
m

p l

p k

p m

p l

p k

p m

=

≤

+

+

≤

+

+

∑
∑
∑

至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

且至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

且至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的
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而完全的 l -顶点超图有
1

l
d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是颜色 1，而取颜色 1 的概率为1 3，所以

( )
11-

3
1

l
d

p l
 
 +  =  

 
完全的 顶点超图是颜色 的 ；同理完全的 k -顶点超图有

1
k

d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是

颜色 2，而取颜色 2 的概率是1 3 ,所以 ( )
11

3
- 2

k
d

p k
 
 +  =  

 
完全的 顶点超图是颜色 的 ；完全的m -顶点超图有

1
m

d
 
 + 

条 超 边 ， 要 让 这 些 超 边 都 是 颜 色 3 ， 而 取 颜 色 3 的 概 率 是 1 3 ， 所 以

( )
11-

3
3

m
d

p m
 
 +  =  

 
完全的 顶点超图是颜色 的 。而完全的 l -顶点超图是颜色 1 又有

n
l

 
 
 

个，完全的 k -顶点超

图是颜色 2 的又有
n
k
 
 
 

个和完全的 m -顶点超图是颜色 3 的又有
n
m
 
 
 

，所以： 

上式
1 1 11 1 1

3 3 3

l k m
d d dn n n

l k m

     
     + + +               = + +          

          
，故： 

( ) ( )
( )
( )

1 1 1

- 1

- 2

1 1 1
3 3

- 3

3

l k m
d d d

p X p l

p k

p m

n n n
l k m

     
     + + +     

≤

+

+

          = + +          
          

∑
∑
∑

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的  

又由已知条件知： 

1 1 11 1 1 1
3 3 3

l k m
d d dn n n

l k m

     
     + + +               + + <          

          
 

所以： 

( ) ( )
( )
( )

1 1 1

- 1

- 2

1 1

3

3
1

3

-

1
3

l k m
d d d

p X p l

p k

p m

n n n
l k m

     
     + + +     

≤

+

+

          = + +          
 

<
        

∑
∑
∑

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的  

故此时 ( ) 0p X > 成立，事件 X 存在，即任意完全的 l -顶点超图不是颜色 1 或者任意完全的 k -顶点超

图不是颜色 2 或者任意完全的 m -顶点超图不是颜色 3 的情况存在，所以 ( ), ,dR l k m n> 。证毕。 

2.3. 等概率 r-着色情况下的 ( )d rR k k k1 2, , , 问题 

现在我们来考虑 r-着色相应的情形，此时 ( )1 2, , ,d rR k k k ，对于 n 有以下结论成立。 ( )1 2, , ,d rR k k k

是这样的最小整数 n ，对于 n 有以下结论成立。给完全 n -顶点 d -一致超平面的超边着颜色 1，颜色 2， ,
颜色 r，或者包含一个完全的 1k -顶点颜色 1 的超图或者包含一个完全的 2k -顶点颜色 2 的超图，，或者
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包含一个完全的 rk -顶点颜色 r 的超图。 
现在考虑 1 2 rk k k= = = 时的 ( ), , ,dR k k k (有 r 个 k )的存在性的取值问题。我们考虑完全 n -顶点 d -

一致超平面，它有
1

n
d
 
 + 

个超边，那么它的完全的 k -顶点超图满足的结论是： 

定理 2.5 ( )

1

1, , ,
k kk r

d
dR k k k r

 
+ − + 

 
 >
 
 

 。 

证明：我们设事件 X 表示任意完全的 k -顶点超图没有单色的情况，事件 X 若是存在的话，那么我们

最终要求的 ( ), , ,dR k k k 必然要大于我们求出的 n 的取值要求。我们继续考虑事件 X 的补事件 X ，X 表

示至少有一个完全的 k -顶点超图是单色的情况，则： 

( ) ( )
( )( )

-

1 2, ,

p X p k

p k r

=

≤ ∑ 

至少有一个完全的 顶点超图是单色

个顶点的完全子图是单色 颜色 或者颜色 或颜色
 

而完全的 k -顶点超图有
1

k
d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是单色，要么都是颜色 1，要么都是颜色 2，，

要 么 都 是 颜 色 r ， 而 取 颜 色 1 或 者 颜 色 2 ，  ， 或 颜 色 r 的 概 率 都 是 1 r ， 所 以

( )( ) 111 2 ,-

k
d

r
kp r r

 
 +  =  

 
完全的 顶点超图是单色 颜色 或者颜色 ， 或颜色 ，而完全的 k -顶点超图是单色的总

共又有
n
k
 
 
 

个，所以： 

上式
11

k
dn

r
k r

 
 + 

 
    =          

，故： 

( ) ( )( )

( )( ) ( )1

1 1

1 2, ,

1 2 11 1
!

k
d

k k
d d

p X p k r

n n n n kn n rr r
k kr k

r r

 
 + 

   
   + +   

≤

  − − − +     = = = ⋅           

∑ 



个顶点的完全子图是单色 颜色 或者颜色 或颜色

 

又由： 

( )( ) ( )
( )

1 1

1 1

1 2 1
! 1 3 2 1

1

k

k k
d d

k k

k r k k
k r

d d

n n n n k r n r
k k k

r r
n n

r
r r

   
   + +   

−    
+ −   + +   

− − − +
⋅ < ⋅

− ⋅ ⋅

< ⋅ <





 

我们让

1

1
k

k
k r

d

n

r
 

+ − + 

< ，即让 1
k

k r
dkn r
 

+ − + < ，也即

1

1
k kk r

dn r
 

+ − + 
 
 <
 
 

；所以

1

1
k kk r

dn r
 

+ − + 
 
 <
 
 

时，

1

1
k

k
k r

d

n

r
 

+ − + 

<

成立，此时： 

( ) ( )( ) 1

1

1 11 2 , 1

k
d

k
d

n n
p X p k r r r

k kr
r

 
 + 

 
 + 

 
     ≤ = = <           

∑ 个顶点的完全子图是单色 颜色 或者颜色 ， 或颜色  



单传辉 
 

 
197 

也成立，故此时 ( ) 0p X > 成立，事件 X 存在，即任意完全的 k -顶点超图没有单色的情况存在，所以

( )

1

1, , ,
k kk r

d
dR k k k r

 
+ − + 

 
 >
 
 

 。证毕。 

我们现在再考虑一般的情形，即 1 2, , , rk k k 有区分时的 ( )1 2, , ,d rR k k k 的存在性的取值问题。我们考

虑完全 n -顶点 d -一致超平面，它有
1

n
d
 
 + 

个超边，那么 ( )1 2, , ,d rR k k k 满足的结论是： 

定理 2.6 如果

1 2
1 1 1

1 2

1 1 1 1
rk k k

d d d

r

n n n
k k kr r r

     
     + + +               + + + <          

          
 ，则 ( )1 2, , ,d rR k k k n> 。 

证明： ( )1 2, , ,d rR k k k 是这样的最小整数 n ，对于 n 有以下结论成立。给完全 n -顶点 d -一致超平面

的超边着颜色 1，颜色 2，，颜色 r，或者包含一个完全的 1k -顶点颜色 1 的超图，或者包含一个完全

的 2k -顶点颜色 2 的超图，，或者包含一个完全的 rk -顶点颜色 r 的超图。完全 n -顶点 d -一致超平面有 

1
n

d
 
 + 

个超边。我们设事件 X 表示任意完全的 1k -顶点超图不是颜色 1 或者任意完全的 2k -顶点超图不是 

颜色 2，，或者任意完全的 rk -顶点超图不是颜色 r 的情况，事件 X 若是存在的话，那么我们最终要求

的 ( )1 2, , ,d rR k k k 必然要大于我们求出的 n 的取值要求。我们继续考虑事件 X 的补事件 X ， X 表示至少

有一个完全的 1k -顶点超图是颜色 1 的且至少有一个完全的 2k -顶点超图是颜色 2 的，，且至少有一个

完全的 rk -顶点超图是颜色 r 的情况，则： 

( ) (

)
( )
( )
( )
( )
( )
( )

1

2

1

2

1

2

- 1

- 2 ,
, -

- 1

- 2

-

- 1

- 2

-

r

r

r

p X p k

k
k r

p k

p k

p k r

p k

p k

p k r

=

≤

+ +

+

≤

+ +

+

∑
∑
∑







至少有一个完全的 顶点超图是颜色的

且至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

且至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

至少有一个完全的 顶点超图是颜色的

至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的

 

而完全的 1k -顶点超图有 1

1
k

d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是颜色 1，而取颜色 1 的概率为1 r ，所以

( )
1
1

1
1- 1

k
d

p k
r

 
 +  =  

 
完全的 顶点超图是颜色的 ；同理完全的 2k -顶点超图有 2

1
k

d
 
 + 

条超边，要让这些超边都

是颜色 2，而取颜色 2 的概率是1 r ，所以 ( )
2
1

2
1- 2

k
d

p k
r

 
 +  =  

 
完全的 顶点超图是颜色 的 ；；完全的 rk -

顶点超图有
1

rk
d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是颜色 r，而取颜色 r 的概率是1 r ，所以 

( )
11-

rk
d

rp k r
r

 
 +  =  

 
完全的 顶点超图是颜色 的 。而完全的 1k -顶点超图是颜色 1 又有

1

n
k
 
 
 

个，完全的 2k -顶点
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超图是颜色 2 的又有
2

n
k
 
 
 

个，，完全的 rk -顶点超图是颜色 r 的又有
r

n
k
 
 
 

，所以： 

上式

1 2
1 1 1

1 2

1 1 1
rk k k

d d d

r

n n n
k k kr r r

     
     + + +               = + + +          

          
 ，故：  

( ) ( )
( )
( )

1 2

1

2

1 1 1

1 2

- 1

- 2

-

1 1 1
r

r

k k k
d d d

r

p X p k

p k

p k r

n n n
k k kr r r

     
     + + +     

≤

+ +

+

          = + + +          
          

∑
∑
∑





完全的 顶点超图是颜色的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的  

又由已知条件知： 
1 2
1 1 1

1 2

1 1 1 1
rk k k

d d d

r

n n n
k k kr r r

     
     + + +               + + + <          

          
  

所以： 

( ) ( )
( )
( )

1 2

1

2

1 1 1

1 2

-

1

1

- 2

-

1 1 1
r

r

k k k
d d d

r

p X p k

p k

p k r

n n n
k k kr r r

     
     + + +     

≤

+ +

+

          = + + +          
 

<
        

∑
∑
∑





完全的 顶点超图是颜色的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的  

故此时 ( ) 0p X > 成立，事件 X 存在，即任意完全的 1k -顶点超图不是颜色 1 或者任意完全的 2k -顶点超图

不是颜色 2，，或者任意完全的 rk -顶点超图不是颜色 r 的情况存在，所以 ( )1 2, , ,d rR k k k n> 。证毕。 

3. 不等概率着色下的高维 Ramsey 数 

3.1. 不等概率 2-着色情况下的 ( )dR l k, 问题 

上面都是等概率情况下的情形，下面让我们看看不等概率的情形。 

现在考虑 k l= 时的 ( ),dR k k 的存在性的取值问题。我们考虑完全 n -顶点 d -一致超平面，它有
1

n
d
 
 + 

个超边，那么它的完全的 k -顶点超图满足的结论是： 

定理 3.1 ( )
1 2

1

1

1 1

2,

k
k

d k k
d d

R k k

p p

−

   
   + +   

 
 

>  
  + 

。 

证明：我们设事件 X 表示任意完全的 k -顶点超图没有单色的情况，事件 X 若是存在的话，那么我们

最终要求的 ( ),dR k k 必然要大于我们求出的 n 的取值要求。我们继续考虑事件 X 的补事件 X ， X 表示至

少有一个完全的 k -顶点超图是单色的情况，则： 

( ) ( ) ( )( )-p X p k p k= ≤ ∑至少有一个完全的 顶点超图是单色 个顶点的完全子图是单色 红色或蓝色  

而完全的 k -顶点超图有
1

k
d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是单色，要么都是红色，要么都是蓝色，而取红
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色的概率为 1p ，取蓝色的概率为 2p ，所以 ( )( ) 1
1 1

2-
k k

d dp k p p
   
   + +   = +完全的 顶点超图是单色 红色或蓝色 ，

而完全的 k-顶点超图是单色的总共又有
n
k
 
 
 

个，所以： 

上式 1
2

1
1

k k
d dn

p p
k

   
   + +   

    = +      
，故： 

( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 2 1 2
1 1 1 1

-

1 2 1
!

k k k k
d d d d

p X p k

n n n n kn
p p p p

k k

       
       + + + +       

≤

   − − − +    = + = ⋅ +         

∑


完全的 顶点超图是单色 红色或蓝色

 

又由： 

( )( ) ( )
( )

1 1 1
1

1
2 1 2 1 2

1 1
1

1 2 1
! 1 3 2 1 2

k k k k k kk k
d d d d d d

k

n n n n k n np p p p p p
k k k

           
           + + + + + +           

−

     − − − +      ⋅ + < ⋅ + < ⋅ +
     − ⋅ ⋅     





 

我们让 1 2
1 1

1 1
2

k kk
d d

k

n p p
   
   + +   

−

 
 ⋅ + <
 
 

，即让

1
1 1

2

12k
k

k k
d d

n

p p

−

   
   + +   

<

+

，也即

1

1

1 1
1 2

2
k

k

k k
d d

n

p p

−

   
   + +   

 
 

<  
  + 

；所以

1

1

1 1
1 2

2
k

k

k k
d d

n

p p

−

   
   + +   

 
 

<  
  + 

时， 1 2
1 1

1 1
2

k kk
d d

k

n p p
   
   + +   

−

 
 ⋅ + <
 
 

成立，此时： 

( ) ( )( ) 1 1
1

1
2

1
1 1 2 1

2

k k k kk
d d d d

k

n np X p k p p p p
k

       
       + + + +       

−

       ≤ = + < ⋅ + <         
∑ 个顶点的完全子图是单色 红色或蓝色  

也成立，故此时 ( ) 0p X > 成立，事件 X 存在，即任意完全的 k -顶点超图没有单色的情况存在，所以

( )
1 2

1

1

1 1

2,

k
k

d k k
d d

R k k

p p

−

   
   + +   

 
 

>  
  + 

。证毕。 

我们现在再考虑一般的情形，即 k 与 l 有区分时的 ( ),dR l k 的存在性的取值问题。我们考虑完全 n -

顶点 d -一致超平面，它有
1

n
d
 
 + 

个超边，那么 ( ),dR l k 满足的结论是： 

定理 3.2 如果 1 1
1 2 1

l l
d dn n

p p
l k

   
   + +      

+ <   
   

，则 ( ),dR l k n> 。 

证明： ( ),dR l k 是这样的最小整数 n ，对于 n 有以下结论成立。给完全 n -顶点 d -一致超平面的超边

着红色/蓝色，或者包含一个完全的 l -顶点红色超图或者包含一个完全的 k -顶点蓝色超图。完全 n -顶点 d -

一致超平面有
1

n
d
 
 + 

个超边。我们设事件 X 表示任意完全的 l -顶点超图不是红色或者任意完全的 k -顶点

超图不是蓝色的情况，事件 X 若是存在的话，那么我们最终要求的 ( ),dR l k 必然要大于我们求出的 n 的 
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取值要求。我们继续考虑事件 X 的补事件 X ， X 表示至少有一个完全的 l -顶点超图是红色的且至少有一

个完全的 k -顶点超图是蓝色的情况，则： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

- -

- -

- -

p X p l k

p l p k

p l p k

=

≤ +

≤ +∑ ∑

至少有一个完全的 顶点超图是红色的且至少有一个完全的 顶点超图是蓝色的

至少有一个完全的 顶点超图是红色的 至少有一个完全的 顶点超图是蓝色的

完全的 顶点超图是红色的 完全的 顶点超图是蓝色的

 

而完全的 l -顶点超图有
1

l
d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是红色，而取红色的概率为 1p ，所以

( ) 1
1-

l
dp l p
 
 + =完全的 顶点超图是红色的 ；同理完全的 k -顶点超图有

1
k

d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是蓝

色，而取蓝色的概率都是 2p ，所以 ( ) 2
1-

k
dp k p
 
 + =完全的 顶点超图是蓝色的 ，而完全的 l -顶点超图是红色

又有
n
l

 
 
 

个和完全的 k -顶点超图是蓝色的又有
n
k
 
 
 

个，所以： 

上式 1 1
1 2

l k
d dn n

p p
l k

   
   + +      

= +   
   

，故：  

( ) ( ) ( )

1 2
1 1

- -
l k

d d

p X p l p k

n n
p p

l k

   
   + +   

≤ +

   
= +   
   

∑ ∑完全的 顶点超图是红色的 完全的 顶点超图是蓝色的

 

又由已知条件知： 

2
1 1

1 1
l k

d dn n
p p

l k

   
   + +      

+ <   
   

 

所以： 

( ) ( ) ( )

1 1
21

- -

1
l k

d d

p X p l p k

n n
p p

l k

   
   + +   

≤ +

   
= +   
   

<

∑ ∑完全的 顶点超图是红色的 完全的 顶点超图是蓝色的

 

故此时 ( ) 0p X > 成立，事件 X 存在，即任意完全的 l -顶点超图不是红色或者任意完全的 k -顶点超图

不是蓝色的情况存在，所以 ( ),dR l k n> 。证毕。 

3.2.不等概率 3-着色情况下的 ( )dR l k m, , 问题 

上面说的是 2-着色时的 ( ),dR l k ，现在我们来考虑 3-着色相应的情形，此时 ( ), ,dR l k m ，对于 n 有以

下结论成立。 ( ), ,dR l k m 是这样的最小整数 n ，对于 n 有以下结论成立。给完全 n -顶点 d -一致超平面的

超边着颜色 1、颜色 2 和颜色 3，或者包含一个完全的 l -顶点颜色 1 的超图或者包含一个完全的 k -顶点

颜色 2 的超图或者包含一个完全的m -顶点颜色 3 的超图。 
现在考虑 k l m= = 时的 ( ), ,dR k k k 的存在性的取值问题。我们考虑完全 n -顶点 d -一致超平面，它有

1
n

d
 
 + 

个超边，那么它的完全的 k -顶点超图满足的结论是： 
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定理 3.3 ( )

1

2

1 1 1
1 2 3

3, ,

k
k

d k k k
d d d

R k k k

p p p

−

     
     + + +     

 
 

>  
  + + 

。 

证明：我们设事件 X 表示任意完全的 k -顶点超图没有单色的情况，事件 X 若是存在的话，那么我们

最终要求的 ( ), ,dR k k k 必然要大于我们求出的 n 的取值要求。我们继续考虑事件 X 的补事件 X ， X 表示

至少有一个完全的 k -顶点超图是单色的情况，则： 

( ) ( )
( )( )

-

1 2 3

p X p k

p k

=

≤ ∑
至少有一个完全的 顶点超图是单色

个顶点的完全子图是单色 颜色 或者颜色 或颜色
 

而完全的 k -顶点超图有
1

k
d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是单色，要么都是颜色 1，要么都是颜色 2，

要么都是颜色 3，而取颜色 1 的概率为 1p ，取颜色 2 的概率为 2p ，取颜色 3 的概率为 3p ，所以

( )( ) 3
1 1

1
1

2- 1 2 3
k k k

d d dp k p p p
     
     + + +     = + +完全的 顶点超图是单色 颜色 或者颜色 或颜色 ，而完全的 k -顶点超图是

单色的总共又有
n
k
 
 
 

个，所以： 

上式 1 1
1 2 3

1
k k k

d d dn
p p p

k

     
     + + +     

    = + +      
，故： 

( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 2 3 1
1 1 1 1 1

2 3
1

- 1 2 3

1 2 1
!

k k k k k k
d d d d d d

p X p k

n n n n kn
p p p p p p

k k

           
           + + + + + +           

≤

   − − − +    = + + = ⋅ + +         

∑


完全的 顶点超图是单色 颜色 或者颜色 或颜色

 

又由： 

( )( ) ( )

( )

1
1 1

2 3

1 2

1

1 1 1 1 1
3 1 2 3

1
2

1 2 1
!

1 3 2 1 3

k k k
d d d

k k k k k kk k
d d d d d d

k

n n n n k
p p p

k

n np p p p p p
k k

     
     + + +     

           
           + + + + + +           

−

 − − − +  ⋅ + +
 
 

   
   < ⋅ + + < ⋅ + +
   − ⋅ ⋅    





 

我们让 1 1 1
2 1 2 3 1

3

k k kk
d d d

k

n p p p
     
     + + +     

−

 
 ⋅ + + <
 
 

，即让

1 2 3

2

1 1 1

3k
k

k k k
d d d

n

p p p

−

     
     + + +     

<

+ +

，也即 

1 2

2

1 1 1
3

1

3
k

k

k k k
d d d

n

p p p

−

     
     + + +     

 
 

<  
  + + 

；所以

1 2

2

1 1 1
3

1

3
k

k

k k k
d d d

n

p p p

−

     
     + + +     

 
 

<  
  + + 

时， 1 1 1
2 1 2 3 1

3

k k kk
d d d

k

n p p p
     
     + + +     

−

 
 ⋅ + + <
 
 

成立，

此时： 

( ) ( )( )
1 1 1

1 2 3 1 2 3
1 1 1

2

1 2 3

1
3

k k k k k kk
d d d d d d

k

p X p k

n np p p p p p
k

           
           + + + + + +           

−

≤

       = + + < ⋅ + + <         

∑ 个顶点的完全子图是单色 颜色 或者颜色 或颜色
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也成立，故此时 ( ) 0p X > 成立，事件 X 存在，即任意完全的 k -顶点超图没有单色的情况存在，所以

( )

1

2

1
2

1 1
1 3

3, ,

k
k

d k k k
d d d

R k k k

p p p

−

     
     + + +     

 
 

>  
  + + 

。证毕。 

我们现在再考虑一般的情形，即 , ,k l m 有区分时的 ( ), ,dR l k m 的存在性的取值问题。我们考虑完全 n -

顶点 d -一致超平面，它有
1

n
d
 
 + 

个超边，那么 ( ), ,dR l k m 满足的结论是： 

定理 3.4 如果 1 1 1
2 31 1

l k m
d d dn n n

p p p
l k m

     
     + + +          

+ + <     
     

，则 ( ), ,dR l k m n> 。 

证明： ( ), ,dR l k m 是这样的最小整数 n ，对于 n 有以下结论成立。给完全 n -顶点 d -一致超平面的超

边着颜色 1、颜色 2 和颜色 3，或者包含一个完全的 l -顶点颜色 1 的超图或者包含一个完全的 k -顶点颜 

色 2 的超图或者包含一个完全的m -顶点颜色 3 的超图。完全 n -顶点 d -一致超平面有
1

n
d
 
 + 

个超边。我 

们设事件 X 表示任意完全的 l -顶点超图不是颜色 1 或者任意完全的 k -顶点超图不是颜色 2 或者任意完全

的 m -顶点超图不是颜色 3 的情况，事件 X 若是存在的话，那么我们最终要求的 ( ), ,dR l k m 必然要大于我

们求出的 n 的取值要求。我们继续考虑事件 X 的补事件 X ， X 表示至少有一个完全的 l -顶点超图是颜色

1 的且至少有一个完全的 k -顶点超图是颜色 2 的且至少有一个完全的 m -顶点超图是颜色 3 的情况，则： 

( ) (

)
( )
( )
( )
( )
( )
( )

- 1

- 2
- 3

- 1

- 2

- 3

- 1

- 2

- 3

p X p l

k
m

p l

p k

p m

p l

p k

p m

=

≤

+

+

≤

+

+

∑
∑
∑

至少有一个完全的 顶点超图是颜色的

且至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

且至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

至少有一个完全的 顶点超图是颜色的

至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的

 

而完全的 l -顶点超图有
1

l
d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是颜色 1，而取颜色 1 的概率为 1p ，所以

( ) 1
1- 1

l
dp l p
 
 + =完全的 顶点超图是颜色的 ；同理完全的 k -顶点超图有

1
k

d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是颜

色 2，而取颜色 2 的概率是 2p ，所以 ( ) 2
1- 2

k
dp k p
 
 + =完全的 顶点超图是颜色 的 ；完全的 m -顶点超图有

1
m

d
 
 + 

条 超 边 ， 要 让 这 些 超 边 都 是 颜 色 3 ， 而 取 颜 色 3 的 概 率 是 3p ， 所 以

( ) 3
1- 3

m
dp m p
 
 + =完全的 顶点超图是颜色 的 。而完全的 l -顶点超图是颜色 1 又有

n
l

 
 
 

个，完全的 k -顶点超

图是颜色 2 的又有
n
k
 
 
 

个和完全的 m -顶点超图是颜色 3 的又有
n
m
 
 
 

，所以： 
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上式 2
1

1 3
1 1

l k m
d d dn n n

p p p
l k m

     
     + + +          

= + +     
     

，故：  

( ) ( )
( )
( )

1 1
1 2 3

1

- 1

- 2

- 3
l k m

d d d

p X p l

p k

p m

n n n
p p p

l k m

     
     + + +     

≤

+

+

     
= + +     
     

∑
∑
∑

完全的 顶点超图是颜色的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的  

又由已知条件知： 

1 1 1
2 31 1

l k m
d d dn n n

p p p
l k m

     
     + + +          

+ + <     
     

 

所以： 

( ) ( )
( )
( )

1 1
1 2

1
3

- 1

- 2

1

- 3
l k m

d d d

p X p l

p k

p m

n n n
p p p

l k m

     
     + + +     

≤

+

+

     
= + +     
     

<

∑
∑
∑

完全的 顶点超图是颜色的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的  

故此时 ( ) 0p X > 成立，事件 X 存在，即任意完全的 l -顶点超图不是颜色 1 或者任意完全的 k -顶点超

图不是颜色 2 或者任意完全的 m -顶点超图不是颜色 3 的情况存在，所以 ( ), ,dR l k m n> 。证毕。 

3.3.不等概率 r-着色情况下的 ( )d rR k k k1 2, , , 问题 

现在我们来考虑 r-着色相应的情形，此时 ( )1 2, , ,d rR k k k ，对于 n 有以下结论成立。 ( )1 2, , ,d rR k k k

是这样的最小整数 n ，对于 n 有以下结论成立。给完全 n -顶点 d -一致超平面的超边着颜色 1，颜色 2， ,
颜色 r，或者包含一个完全的 1k -顶点颜色 1 的超图或者包含一个完全的 2k -顶点颜色 2 的超图，，或者

包含一个完全的 rk -顶点颜色 r 的超图。 
现考虑 1 2 rk k k= = =

时的 ( ), , ,dR k k k

(有 r 个 k )的存在性的取值问题。我们考虑完全 n -顶点 d -一致

超平面，它有
1

n
d
 
 + 

个超边，那么它的完全的 k -顶点超图满足的结论是： 

定理 3.5 ( )
1 2

1

1

1 1 1

, , ,

k
k r

d k k k
d d

r
d

rR k k k

p p p

− +

     
     + + +     

 
 

>  
  + + + 





。 

证明：我们设事件 X 表示任意完全的 k -顶点超图没有单色的情况，事件 X 若是存在的话，那么我们

最终要求的 ( ), , ,dR k k k

必然要大于我们求出的 n 的取值要求。我们继续考虑事件 X 的补事件 X ， X 表

示至少有一个完全的 k -顶点超图是单色的情况，则： 

( ) ( )
( )( )

-

1 2, ,

p X p k

p k r

=

≤ ∑ 

至少有一个完全的 顶点超图是单色

个顶点的完全子图是单色 颜色 或者颜色 或颜色
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而完全的 k -顶点超图有
1

k
d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是单色，要么都是颜色 1，要么都是颜色 2，，

要么都是颜色 r，而取颜色 1 的概率为 1p ，取颜色 2 的概率为 2p ，，取颜色 r 的概率为 rp ，所以

( )( ) 1
1 2

1 1- 1 2, , r

k k k
d d dp k r p p p
     
     + + +     = + + + 完全的 顶点超图是单色 颜色 或者颜色 或颜色 ，而完全的 k -顶点

超图是单色的总共又有
n
k
 
 
 

个，所以： 

上式 1
1 2

1 1
r

k k k
d d dn

p p p
k

     
     + + +     

   = + + +    


，故： 

( ) ( )( )

( )( ) ( )

1 1 1

1 1

1 2

1 2
1

1 2, ,

1 2 1
!

k k k

r

r

d d d

k k k
d d d

p X p k r

n
p p p

k

n n n n k
p p p

k

     
     + + +     

     
     + + +     

≤

   = + + +    
 − − − +  = ⋅ + + +
 
 

∑ 







个顶点的完全子图是单色 颜色 或者颜色 或颜色

 

又由： 

( )( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 1 1

1 1

1
1

1

1
1 2

1

1 2 1
!

1 3 2 1

k k k
d d d

k k kk
d d

r

r

r

d

k k kk
d d d

k r

n n n n k
p p p

k

n p p p
k k

n p p p
r

     
     + + +     

     
     + + +     

     
     + + +     

− +

 − − − +  ⋅ + + +
 
 

 
 < ⋅ + + +
 − ⋅ ⋅  

 
 < ⋅ + + +
 
 











 

我们让 1 1 1
1 1 2 1

k k kk
d d d

k rr

n p p p
r

     
     + + +     

− +

 
 ⋅ + + + <
 
 



，即让

1 2

1

1 1 1

k r
k

k k k
d d d

r

rn

p p p

− +

     
     + + +     

<

+ + +

，也即 

1

1

1 1 1
1 2

k
k r

k k k
d

r
d d

rn

p p p

− +

     
     + + +     

 
 

<  
  + + + 

；所以

1

1

1 1 1
1 2

k
k r

k k k
d

r
d d

rn

p p p

− +

     
     + + +     

 
 

<  
  + + + 

时， 

1 1 1
1 1 2 1

k k kk
d d d

k rr

n p p p
r

     
     + + +     

− +

 
 ⋅ + + + <
 
 



成立， 

此时： 

( ) ( )( )
1 1 1

1 2 1 2
1 1 1

1

1 2, ,

1
k k k k k kk

d d d d d d
r rk r

p X p k r

n np p p p p p
k r

           
           + + + + + +           

− +

≤

       = + + + < ⋅ + + + <        

∑ 

 

个顶点的完全子图是单色 颜色 或者颜色 或颜色

 

也成立，故此时 ( ) 0p X > 成立，事件 X 存在，即任意完全的 k -顶点超图没有单色的情况存在，所以
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( )
1 2

1

1

1 1 1

, , ,

k
k r

d k k k
d d

r
d

rR k k k

p p p

− +

     
     + + +     

 
 

>  
  + + + 





。证毕。 

我们现在再考虑一般的情形，即 1 2, , , rk k k
有区分时的 ( )1 2, , ,d rR k k k

的存在性的取值问题。我们

考虑完全 n -顶点 d -一致超平面，它有
1

n
d
 
 + 

个超边，那么 ( )1 2, , ,d rR k k k

满足的结论是： 

定理 3.6 如果

1 2
1

1 2
1 1

1 2

1
rk k k

d d
r

d

r

n n n
p p p

k k k

     
     + + +          

+ + + <     
     

 ，则 ( )1 2, , ,d rR k k k n>

。 

证明： ( )1 2, , ,d rR k k k

是这样的最小整数 n ，对于 n 有以下结论成立。给完全 n -顶点 d -一致超平面

的超边着颜色 1，颜色 2，，颜色 r，或者包含一个完全的 1k -顶点颜色 1 的超图或者包含一个完全的

2k -顶点颜色 2 的超图，，或者包含一个完全的 rk -顶点颜色 r 的超图。完全 n -顶点 d -一致超平面有

1
n

d
 
 + 

个超边。我们设事件𝑋𝑋表示任意完全的 1k -顶点超图不是颜色 1 或者任意完全的 2k -顶点超图不是

颜色 2，⋯，或者任意完全的 rk -顶点超图不是颜色 r 的情况，事件 X 若是存在的话，那么我们最终要求

的 ( )1 2, , ,d rR k k k

必然要大于我们求出的 n 的取值要求。我们继续考虑事件 X 的补事件 X ， X 表示至少

有一个完全的 1k -顶点超图是颜色 1 的且至少有一个完全的 2k -顶点超图是颜色 2 的，，且至少有一

个完全的 rk -顶点超图是颜色 r 的情况，则： 

( ) (

)
( )
( )
( )
( )
( )
( )

1

2

1

2

1

2

- 1

- 2 ,
, -

- 1

- 2

-

- 1

- 2

-

r

r

r

p X p k

k
k r

p k

p k

p k r

p k

p k

p k r

=

≤

+ +

+

≤

+ +

+

∑
∑
∑







至少有一个完全的 顶点超图是颜色的

且至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

且至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

至少有一个完全的 顶点超图是颜色的

至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

至少有一个完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的

 

而完全的 1k -顶点超图有 1

1
k

d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是颜色 1，而取颜色 1 的概率为 1p ，所以

( )
1
1

1 1- 1
k

dp k p
 
 + =完全的 顶点超图是颜色的 ；同理完全的 2k -顶点超图有 2

1
k

d
 
 + 

条超边，要让这些超边都是

颜色 2，而取颜色 2 的概率是 2p ，所以 ( )
2
1

2 2- 2
k

dp k p
 
 + =完全的 顶点超图是颜色 的 ；；完全的 rk -顶点

超 图 有
1

rk
d
 
 + 

条 超 边 ， 要 让 这 些 超 边 都 是 颜 色 r ， 而 取 颜 色 r 的 概 率 是 𝑝𝑝𝑟𝑟 ， 所 以

( ) 1-
r

r

k
d

rp k r p
 
 + =完全的 顶点超图是颜色 的 。而完全的 1k -顶点超图是颜色 1 又有

1

n
k
 
 
 

个，完全的 2k -顶点

超图是颜色 2 的又有
2

n
k
 
 
 

个，，完全的 rk -顶点超图是颜色 r 的又有
r

n
k
 
 
 

，所以： 
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上式

1 2

1 2
1 1 1

1 2

rk k k
d d d

r
r

n n n
p p p

k k k

     
     + + +          

= + + +     
     

 ，故：  

( ) ( )
( )
( )

1 2

1

2

1

1 2
2

1
1

1

- 1

- 2

-
r

r

k k k
d d

r
d

r

p p k

p k

p k r

n n n

X

p p p
k k k

     
     + + +     

≤

+ +

+

     
= + + +     
     

∑
∑
∑





完全的 顶点超图是颜色的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的  

又由已知条件知： 
1 2
1

1 2
1 1

1 2

1
rk k k

d d
r

d

r

n n n
p p p

k k k

     
     + + +          

+ + + <     
     

  

所以： 

( ) ( )
( )
( )

1 2

1

2

1 1

1 2
2

1

1

-

- 2

-

1

1

r

r

k k

r

k
d d d

r

p p k

p k

p k r

n n n
p p p

k

X

k k

     
     + + +     

≤

+ +

+

     
= + + +     
     

<

∑
∑
∑





完全的 顶点超图是颜色的

完全的 顶点超图是颜色 的

完全的 顶点超图是颜色 的  

故此时 ( ) 0p X > 成立，事件 X 存在，即任意完全的 1k -顶点超图不是颜色 1 或者任意完全的 2k -顶
点超图不是颜色 2，，或者任意完全的 rk -顶点超图不是颜色 r 的情况存在，所以 ( )1 2, , ,d rR k k k n>

。
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