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Abstract 
As a special example of the candelabra systems (CQS), G-design is the extension of group divisible 
designs (GD), which plays an important role in quadruple systems’ construction. With application 
of Stern and Lenz’s result on one-factorization of graphs, by direct construction, it is given that the 
sufficient and necessary condition for the existence of the G-design with three groups ( )3, ,4, 3G rλ

is that ( )2 0 mod 12rλ ≡ . 
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摘  要 

G-设计是可分组设计(GD)的推广，同时又是烛台型设计(CQS)的特例，它在四元系设计中起到重要作用。
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文章应用Stern和Lenz关于图因子分解的结论，通过直接构造法，得到具有三个组的G-设计 ( )3, ,4, 3G rλ

存在的充分必要条件： ( )2 0 mod 12rλ ≡ 。 
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1. 引言 

设 , , ,m r kλ 和 t是给定的正整数，G-设计(记为 ( ), , ,G m r k tλ )是一个三元组(X, A, B)，其中X是一个 mr

元点集，A 构成 X 的一个划分，B 是 X 的一些子集组成的一个子集族，X 的元素叫点，A 的元素叫组，

B 的元素叫区组，满足(1)对任意 A∈A ，都有 A r= ；(2)对任意 B∈B ，都有 B k= ；(3)对任意 A∈A 与

任意 B∈B ，都有 A B t< ；(4)对于 X 中每个 t 元子集 T 与任意 A∈A ，如果 A T t< ，则 T 恰好包

含于 B 中 λ个区组。 1λ = 时， ( ), , , 2G m r kλ 记为 ( ), , ,G m r k t 。 
当 2t = 时，G-设计 ( ), , , 2G m r kλ 就是大家熟知的可分组设计或 GD 设计(参见[1])。当 3, 4t k= = 时，

G-设计 ( ), , 4,3G m rλ 是柄为 0 的烛台型四元系 ( ): 0mCQS rλ ，而烛台型四元系在四元系中起到相当重要的

作用(参见[2])。Mills [3] [4]，Hartman [5] [6]研究了 ( ), , 4,3G m rλ ，得到了一些结论。当 2m = 时，易知

( )2, , 4,3G rλ 存在的充分必要条件是： ( )0 mod 2rλ ≡ (参见[4])。本文讨论当 3m = 时， ( )3, , 4,3G rλ 的存在

性。我们给出 ( )3, , 4,3G rλ 存在的充分必要条件是： ( )2 0 mod 12rλ ≡ 。 
文中用到的组合设计及图论方面的名词术语均参照著作[1]和[7]。 

2. 预备知识 

定理 2.1 ( )3, , 4,3G rλ 存在的必要条件是： ( )2 0 mod 12rλ ≡ 。 

证明： ( )3, , 4,3G rλ 中有 3r 个点，不同的三元点集共有 ( )( )3 1 3 2 2r r r− − 个，其中能出现在区组中

的有 ( )( ) ( )( ) ( )23 1 3 2 2 1 2 2 4 3r r r r r r r r− − − − − = − ，而一个区组含有四个三元集，一个三元集可出现

在 λ 个区组中，所以， ( )3, , 4,3G rλ 中的区组数为 ( )2 4 3 4r rλ − ，因而， ( )2 0 mod 4rλ ≡ 。再设 x 是设计

中给定的点，能和 x 组成三元集的点对共有 ( )( )3 1 3 2 2r r− − 个，其中能出现在区组中的有

( )( ) ( )( ) ( )3 1 3 2 2 1 2 2 4 3r r r r r r− − − − − = − 个，且每个三元集可出现在 λ 个区组中，而一个区组中能和 x

组成三元集的点对有三个，所以， ( ) ( )4 3 0 mod 3r rλ − ≡ 。综上两点，可得 ( )3, , 4,3G rλ 存在的必要条件

是 ( )2 0 mod 12rλ ≡ 。 
上述 ( )3, , 4,3G rλ 存在的必要条件可分类等价于以下四种情形 
1) ( )0 mod 6r ≡ 且 1λ ≥ 或 
2) ( )0 mod 2r ≡ 且 ( )0 mod 3r ≡ 或 
3) ( )0 mod 3r ≡ 且 ( )0 mod 4λ ≡ 或 
4) 2r ≥ 且 ( )0 mod12r ≡ 。 
为证 ( )3, , 4,3G rλ 存在的充分性，我们需要图 1-因子分解的有关知识。记 G 是具有个 g 点的图，其点

集为{ }0,1, 2, , 1g − 。设 u v< ，图 G 的边 { },e u v= 的差定义为 v u− 和 ( )g v u− − 中小的一个。我们记图

G 的边 { },e u v= 的差为 ( ),gD u v 或 ( ),D u v ，也即是 

( ) ( ) ( ){ }, min ,D e D u v v u g v u= = − − − 。 
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对于任何一个子集 { }1,2, , 2D g⊆     ( 2g  表示不大于 2g 的最大整数)，我们定义 ( ),G D g 是一

个图，其点集为{ }0,1, 2, , 1g − ，边集为 { } ( ){ }, | ,u v D u v D∈ ，即包含所有差属于 D 的边。 

图G 的一个子图 H 如果包含了G 的全部点，则 H 为G 的生成子图。如果图G 的一个生成子图 H 是

1-正则的，则称 H 是G 的 1-因子。如果图G 的边集可表示为它的某些 1-因子的并，则称G 存在的 1-因
子分解，或称G 可 1-因子化。下面的引理来自 Stern 和 Lenz [8]，我们在第 3 节的证明中将会用到，其中

{ }( )gcd ,x y 表示 x 和 y 的最大公约数。 
引理 2.2 (Stern 和 Lenz)如果 D 包含一个元素 d 使得 { }( )gcd ,g d g 是偶数，则图 ( ),G D g 存在 1-因

子分解。 

3. 主要结论 

引理 3.1 如果 ( )3, , 4,3G rλ 存在，则对于任意正整数 s ， ( )3, , 4,3G rλ 存在。 
证明：将 ( )3, , 4,3G rλ 的每个区组重复 s 倍，即得 ( )3, , 4,3G rλ 。 
由引理 2.1 结合引理 3.1，为证主要结论，我们只需考虑以下四种情形 
1) 1λ = 且 ( )0 mod 6r ≡ ； 
2) 3λ = 且 ( )2, 4 mod 6r ≡ ； 
3) 4λ = 且 ( )3 mod 6r ≡ ； 
4) 12λ = 且 ( )1,5 mod 6r ≡ 。 
引理 3.2 当 ( )0 mod 6r ≡ 时， ( )3, , 4,3G r 存在。 
证明：设 6r n= ，记所需设计的点集 6 3nZ Z= ×X ，组 A：{ ( ),x i ： 6nx Z∈ } ( )3i Z∈ 。 
区组 B：{ ( ),x i ， ( )6 3,x j i− − ， ( ), 1y i + ， ( ), 2z i + } 

( 6, , nx y z Z∈ ， 3i Z∈ ， nj Z∈ ， ( ) ( )3 3 mod 6x y z n j i n+ + ≡ − + − )； 

{ ( ),x i ， ( ),y i ， ( ), 1z i + ， ( ), 1w i + } 

(由引理 2.2，图 { } { }( )1,2, ,3 \ 6 3 : ,6nG n j j Z n+ ∈ 存在 1-因子分解，记{ }1 2, , , tF F F 是 

{ } { }( )1,2, ,3 \ 6 3 : ,6nG n j j Z n+ ∈ 的 1-因子分解，{ } { }, , , ,1k kx y F z w F k t∈ ∈ ≤ ≤ ， 3i Z∈ )。 

引理 3.3 当 ( )3 mod 6r ≡ 时， ( )4 3, , 4,3G r 存在。 
证明：设 6 3r n= + ，记所需设计的点集 6 3 3nZ Z+= ×X ，组 A：{ ( ),x i ： 6 3nx Z +∈ } ( )3i Z∈ 。 
区组 B：{ ( ),x i ， ( )6 3,x j i− − ， ( ), 1y i + ， ( ), 2z i + } 
( 6 3, , nx y z Z +∈ ， 3i Z∈ ， 1nj Z −∈ ， ( ) ( )3 3 mod 6 3x y z n j i n+ + ≡ − + − + )重复 4 次； 

{ ( ),x i ， ( )6 3,x n i− + ， ( ), 1y i + ， ( ), 2z i + } 

( 6 3, , nx y z Z +∈ ， 3i Z∈ ， ( )mod 6 3x y z i n+ + ≡ + )重复 2 次； 

{ ( ),x i ， ( )1,x i− ， ( ), 1y i + ， ( ), 2z i + } 

( 6 3, , nx y z Z +∈ ， 3i Z∈ ， ( )6 3 2 mod 6 3x y z n i n+ + ≡ − + + )重复 2 次； 

{ ( ),x i ， ( )1,x i− ， ( ), 1y i + ， ( ), 2z i + } 

( 6 3, , nx y z Z +∈ ， 3i Z∈ ， ( )6 2 mod 6 3x y z n i n+ + ≡ + + )重复 2 次； 

{ ( ),x i ， ( )6 3,x n i+ − ， ( ), 1y i + ， ( )6 3, 1y n i+ − + }( 6 3, nx y Z +∈ ， 3i Z∈ )； 

{ ( ),x i ，( ),x d i+ ，( ), 1y i + ，( ), 1y d i+ + }( ( ){ }6 3 \ 0, 1, 6 3 :n nd Z j j Z+∈ ± ± + ∈ ， 6 3, nx y Z +∈ ， 3i Z∈ )。 

引理 3.4 当 ( )0 mod 2r ≡ 时， ( )3 3, , 4,3G r 存在。 
证明：设 2r n= ，记所需设计的点集 2 3nZ Z= ×X ，组 A：{ ( ),x i ： 2nx Z∈ } ( )3i Z∈ 。 
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区组 B：{ ( ),x i ，( ),x n j i− − ，( ), 1y i + ，( ), 2z i + } ( 2, , nx y z Z∈ ， 3i Z∈ ， nj Z∈ ， ( )mod 2x y z j n+ + ≡ )； 
{ ( ),x i ， ( ),x d i+ ， ( ), 1y i + ， ( ), 1y d i+ + } ( { }1,2, , 1d n∈ − ， 2, nx y Z∈ ， 3i Z∈ )； 
{ ( ),x i ， ( ),x n i+ ， ( ), 1y i + ， ( ), 1y n i+ + } ( , nx y Z∈ ， 3i Z∈ )。 
引理 3.5 当 ( )1 mod 2r ≡ 时， ( )12 3, , 4,3G r 存在。 
证明：设 2 1r n= + ，记所需设计的点集 2 1 3nZ Z+= ×X ，组 A：{ ( ),x i ： 2 1nx Z +∈ } ( )3i Z∈ 。 
区组 B：{ ( ),x i ， ( )2 1,x j i− − ， ( ), 1y i + ， ( ), 2z i + } 
( 2 1, , nx y z Z +∈ ， 3i Z∈ ， 1nj Z −∈ ， ( )1 mod 2 1x y z n j n+ + ≡ − − + )重复 4 次； 

{ ( ),x i ， ( )1,x i− ， ( ), 1y i + ， ( ), 2z i + } 

( 2 1, , nx y z Z +∈ ， 3i Z∈ ， 2j Z∈ ， ( )2 1 mod 2 1x y z n j n+ + ≡ − + + )重复 2 次； 

{ ( ),x i ， ( )2,x i− ， ( ), 1y i + ， ( ), 2z i + } 

( 2 1, , nx y z Z +∈ ， 3i Z∈ ， ( )2 1 mod 2 1x y z n n+ + ≡ − + )重复 2 次； 

{ ( ),x i ， ( ),x d i+ ， ( ), 1y i + ， ( ), 1y d i+ + }( { }2 1 \ 0nd Z +∈ ， 2 1, nx y Z +∈ ， 3i Z∈ )； 

{ ( ),x i ， ( ),x d i+ ， ( ), 1y i + ， ( ), 1y d i+ + }( { }2 1 1\ 0,1, 2 1,2 :n nd Z n j j Z+ +∈ − ∈ ， 2 1, nx y Z +∈ ， 3i Z∈ ) 

{ ( ),x i ， ( )2,x i+ ， ( ), 1y i + ， ( )2, 1y i+ + }( 2 1, nx y Z +∈ ， 3i Z∈ ) 

定理 3.6 当 ( )2 0 mod 12rλ ≡ 时， ( )3, , 4,3G rλ 存在。 
证明：由引理 3.2~3.5，结合引理 3.1，可得 ( )3, , 4,3G rλ 存在的充分条件。 
结合引理 2.1 和定理 3.6，我们得到本文的主要结论。 
定理 3.7 ( )3, , 4,3G rλ 存在的充分必要条件是 ( )2 0 mod 12rλ ≡ 。 
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