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Abstract 
Based on Moore-Penrose generalized inverse, by making use of matrix-vector production, an ana-
lytical expression of the least-squares Hermitian solution with the minimum-norm of complex 
matrix equation AXB = C is derived. 
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摘  要 

本文利用Moore-Penrose广义逆的方法，探讨了复矩阵方程的最小二乘Hermitian解，推到出了该类方

程最小范数约束的最小二乘Hermitian解的解析形式。 
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1. 问题简述 

首先给出本文采用的一些记号， , , , , ,n m n n n n n m n n n× × × × ×R R SR ASR C HC ，分别用了表示实值列向量集合，

m n× 实值矩阵集合， n n× 的实对称矩阵集合， m n× 的实值反对称矩阵集合， m n× 的复值矩阵集合和

n n× 的 Hermitian 矩阵集合。对于任意的 Hermitian 矩阵 m nA ×∈C 其转置矩阵，共轭转置矩阵和

Moor-Penrose 广义逆分别表示为： T ,, HA A A+ 。线性内积空间 m n m t× ××C C 中任意两个元素的内积定义为： 

[ ] [ ] ( ) ( ) [ ] ( )1 1 2 2 2 1 2 1, , , , , 1, 2H H m n m t
i iA B A B tr A A tr B iB A B × ×= + ∀ ∈ =×C C   

该内积空间中的范数定义为： 

[ ] [ ] [ ] ( ) ( ) [ ]2 2, , , , , ,H H m n m tA B A B A B tr A A tr B B A B A B × ×= = + = + ∀ ∈ ×C C  

其中： A 表示 A 的 Frobenius 范数。 
本文主要考虑以下问题： 
问题一： 
对任意的矩阵： , ,m n n s m nA B C× × ×∈ ∈ ∈C C C 设 

( ){ }
0

2 22 2
0 0| min

n n

n n
L

X
H X X AXB E CXD F AX B E CX D F

×

×

∈
= ∈ − + − = − + −

HC
HC      (1.1) 

求满足： H LX H∈ 并且 min
L

H X H
X X

∈
= 的解。 

问题一的解 HX 被称为复矩阵方程 

AXB C=                                      (1.2) 

的带有最小范数约束的最小二乘 Hermitian 解。 
由于矩阵方程在工程领域尤其是控制领域有着极其广泛的应用，近年来，矩阵方程的求解问题一直

是一个非常热门的研究领域，比如：运用广义奇异值分解和标准相关分解相结合，廖安平教授[1]给出了

一类矩阵方程的求解方法，袁世芳教授[2]-[4]以 Kronecker 积为工具，推到了一类矩阵方程的带有最小范

数约束的最小二乘解。其他更多的研究方法可以参考文献[5]-[12]。 
然而，已有的方法大多是关于实矩阵方程的，他们的方法很难直接用于复矩阵方程的 Hermitian 解的

问题中，本文通过定义一种新的矩阵和向量的运算，将问题一的求解转化成一类实矩阵方程的求解问题，

给出了一个一般的解析解形式，并用具体的数值计算验证了该解析解的正确性。 

2. Hilbert 内积空间C Cm n m t× ×× 中的一类最小二乘解问题 

设： ( )1 2, , , ,m n n
nA A A A b×= ∈ ∈ R R ，若矩阵方程 Ax b=  是不相容的，线性最小二乘问题就是求解

一个满足 minAx b− = 的向量 nx∈R ，该问题的解可以通过求解其正则方程得到： 

T TA Ax A b=                                     (2.1) 

特别地，当矩阵方程 Ax b= 相容的时候，其正则方程也是相容的，并且二者的解也是一样的。根据
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这一重要结论，我们给出如下问题： 
问题二：对复矩阵 1 2, , , m n

lA A A ×∈ C ，以及 m nB ×∈C 求向量 ( )T
1 2, , , n

lk k k k= ∈ R 使其满足： 

1

l

i i
i

k A B
=

=∑                                     (2.2) 

定理 2.1：若问题二中的方程(2.2)是相容的，设： 

( )
( )

( )
( )

Re Re
,

Im Im
i

i
i

A B
C D

A B
   

= =   
  

  

则方程组(2.2)和下列方程组是同解方程组： 

1 1 1 2 1 1 1

2 1 2 2 2 2 2

1 2

, , , ,
, , , ,

, , , ,

l

l

l l l l l l

C C C C C C k C D
C C C C C C k C D

C C C C C C k C D

    
    
     =    
    
       





    



                    (2.3) 

证明： 

( )
( )

( )
( )1 1

Re Re
Im Im

l l
i

i i i
i i i

A B
k A B k

A B= =

   
= ⇔ =   

  
∑ ∑  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

T T
1 1

T T
1 22 2

1 2

TT
l

T T
1 1

T T
2 2

TT
l

vec Re vec Im

vec Re vec Re vec Revec Re vec Im
vec Im vec Im vec Im

vec Re vec Im

vec Re vec Im

Revec Re vec Im
Im

vec Re vec Im

l

l

l

l

A A

A A AA A k
A A A

A A

A A

BA A
B

A A

 
 

  
  
  

 
 
 
 
   

=    
  

 


⇔







 

 

 

1 1 1 2 1 1 1

2 1 2 2 2 2 2

1 2

, , , ,
, , , ,

, , , ,

l

l

l l l l l l

C C C C C C k C D
C C C C C C k C D

C C C C C C k C D

    
    
    ⇔ =    
    
       





    



. 

定理 2.1 得证。 
在问题二中，如果方程(2.2)是不相容的，就需要讨论它相应的最小二乘解。 
问题三：对复矩阵 1 2, , , m n

lA A A ×∈ C 以及 m nB ×∈C 求向量 ( )T
1 2, , , n

lk k k k= ∈ R 使其满足： 

2
1 1 2 2 minl lk A k A k A B+ + + − =   

如下定理将问题三的最小二乘解问题转化成相容的矩阵方程组的求解问题： 
定理 2.2：仍然沿用定理 2.1 的所有记号，并且定理 2.1 条件也都满足，则问题三和方程组(2.3)同解。 
证明： 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

2
1 1 1 1 1 1

2

1 1

2

1

2
2

1

Re Re 1 Im Im

Re Re
Im Im

l l

i i i i
i i

l
i

i
i i

l

i i
i

k A k A k A B

k A B k A B

A B
k

A B

k A B

= =

=

=

+ + + −

   = − + − −   
   

   
−   
  

= −

=

∑ ∑

∑

∑



 

从而，命题得证。 

3. 表达式 AXB在HCn n× 空间上的结构形式 

为了给出 AXB 在空间 HCn n× 上的结构，我们首先定义一种在空间Cm n× 上的矩阵与向量的乘积。 
定义 1：设 ( )T

1 2, , , k
kx x x x= ∈ C ， ( )1 2, , , kA A A A=  ， m n

iA ×∈C ，( )1, 2, ,i k=  。则定义如下乘积： 

1) 1 1 2 2
m n

k kA x x A x A x A ×° = + + + ∈ C ；

 2) ( ) ( ), ,A x y A x A y° = ° °  

对任意的 Re 1 Im HCn nX X X ×= + − ∈ ，因为 HX X= ，即 ( )Re 1 Im Re 1 Im
H

X X X X+ − = + − ，

从而可得 TRe ReX X= ， TIm ImX X= − 。 
定义 2：对于实矩阵 n nA R ×∈ ，设 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 11 21 1 2 22 32 2 1 1 1 1, , , , , , , , , , ,n n n n nnn n n na a a a a a a a a a a a a− − − −= = = =   ，算子 ( )vecS A 定义为： 

( ) ( ) ( )T 1 2
1 2 1vec , , , , n n

S n nA a a a a R +
−= ∈ 。 

定义 3：对于实矩阵 n nB R ×∈ ，设 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 21 31 1 2 32 42 2 2 11 2 2 1, , , , , , , , , , ,n n n nn n n n n nb b b b b b b b b b b b b− −− − − −= = = =   ，算子 ( )vecA B 定义为： 

( ) ( ) ( )T 1 2
1 2 2 1vec 2 , , , , n n

A n nB b b b b R −
− −= ∈ 。 

设： ( ) n n
ij stE e R ×= ∈ 其中， 

( ) ( )1 , , ,
0 otherwise.st

s t i j
e

=
= 


  

定义向量 ( )2 1 2n n n
SK R × +∈ 和 ( )2 1 2n n n

AK R × −∈ ： 

( )( ) ( ) ( )( )11 21 12 1 1 22 32 23 2 2 1 1 1 1, , , , , , , , , , ,S n n n n nnn n n n n nK E E E E E E E E E E E E E E− − − −= + + + + +    

( ) ( )( )21 12 1 1 32 23 2 2 1 1, , , , , , ,A n n n n n n n nK E E E E E E E E E E− −= − − − − −    

我们首先给出如下引理： 
引理 3.1 设 n nX R ×∈ ，则： 
1) ( )vec ;n n

S SX X K X×∈ = °⇔SR  
2) ( )vec .n n

A AX X K X×∈ = °⇔ASR  

引理 3.1 设 Re 1 Im n nX X X C ×= + − ∈ 则 ( ) ( )vec Re 1 vec Imn n
S S A AX X K X K X×∈ = °⇔ + − °HC 。 

引理 3.3 设 , , , , Re 1 Imm n n s p n n q n nA B C D X X X× × × × ×∈ ∈ ∈ ∈ = + − ∈C C C C HC 。设 ( )1 2, , , nA A A A=  ，
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m
iA ∈C 是矩阵 A 的第 i 列， ( )1 2, , , nC C C C=  ， m

iC C∈ 是矩阵C 的第 i 列： 

1

2

n

B
B

B

B

 
 
 =
 
 
 



，

1

2

n

D
D

D

D

 
 
 =
 
 
 



 

其中： s
jB C∈ ， s

jD C∈ 分别是 ,B D 的第 j 列。 
设 ( ), , 1, 2, ,, ,n n

ij ijF G C i j n i j×∈ = ≥  

, ,
, ,

i j
ij

i j j i

A B i j
F

A B A B i j
==  + >

 ( )
0, ,

1 , .ij
i j j i

i j
G

A B A B i j

==  − − >
 

( )( ) ( )(

( ) ) ( )
( )

11 21 1 22 32 2 1 1 1

21 31 1 32 2 1

, , , , , , , , , , , ,

vec Re
, , , , , , , ,

vec Im

n n nnn n n n

S
n n n n

A

AXB F F F F F F F F F

X
G G G G G G

X

− − −

−

=

 
°  
 

  

  

。 

证明：由引理 3.2 可知： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

11 21 12 1 1

21 12 1 1 1 1

11

vec Re 1 vec Im

vec Re 1 vec Im

vec Re 1 vec Im

, , , , vec Re

1 , , , , vec Im

S S A A

S S A A

S S A A

nn Sn n n n

n n An n n n

AXB A K X K X B

AK X AK X B

AK X B AK X B

A E E E E E E X B

A E E E E E E X B

AE B

− −

− −

 = ° + − ° 
 = ° + − ° 

 = ° + − °   
 =

 


+ + °  

+ − − − − °

=





 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( )

21 12 1 1

21 12 1 1 1 1

1 1 2 1 1 2 1 1

2 1 1 2 1 1 1 1

11 21 1

, , , , vec Re

1 , , , , vec Im

, , , , vec Re

1 , , , , vec Im

, , , ,

nn Sn n n n

n n An n n n

n n n n n n S

n n n n n n A

nnn n

A E E B A E E B AE B X

A E E B A E E B A E E B X

A B A B A B A B A B A B X

A B A B A B A B A B A B X

F F F F

− −

− −

− −

− −

−

+ + °

+ − − − − °

= + + °

+ − − − − °

=



 



 

 ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
[ ] ( )

21 31 1

11 21 21 311 1 1 1

vec Re , , , vec Im

vec Re
, , , , , , , , ,

1 vec Im

S An n

S
nnn n n n n n

A

X G G G X

X
F F F F F G G G

ex X

−

− − − −

° + °

 
= °  

 



 

 

命题得证。 

4. 问题一的解的形式 

在前面讨论的基础上，本部分内容开始讨论问题一的解，由文献[4]可知，最小二乘问题 
2 minAXB E− =  

的 Hermitian 解等价于如下问题： 

( )
( )

( )
( )

2

1

2

vec Re vec Re
min,

vec Im vec Im
S

A

P X E
P X E

    
− =    

     
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其中： 

( )
( )

( ) ( )
T

1 2T
, Re , Im .

1

S

A

B A L
P P P P P

B A L

 ⊗
 = = =
 − ⊗ 

 

从而，我们将求矩阵方程(1.2)的最小二乘约束的解的问题转化为求解一个无约束的实矩阵方程的的

求解问题，而该实矩阵方程可以通过 Kronecker 积和 Moore-Penrose 广义逆求解[4]。下面我们运用定理

2.2 和定理 2.4 以及引理 3.3 给出矩阵方程(1.1)的带有最小二乘约束的 Hermitian 解的求法。 
引理 4.1 [5] 方程 Ax b= ，存在一个解当且仅当 

AA b b+ =  

并且其通解表达式为： 

( )x A b I A A y+ += + −  

其中： , ,m n n nA b y×∈ ∈ ∈R R R 。 
引理 4.2 [5] 方程 Ax b= 的最小二乘解课表示为 

( )x A b I A A y+ += + −  

并且，最小范数约束的最小二乘解为： x A b+= 。 
为了给出问题一的解，我们首先引入以下几个矩阵： 

, ,m n n s p nA B C× × ×∈ ∈ ∈C C C ，设： 

( )
( )

( )
( )

( )
( )0

Re Re Reˆ ˆ, ,
ImIm Im

ij ij
ij ij

ij ij

F G C
CF G

        Γ = Υ = Ω =          
， 

1
T

2

,
eP U

W e
eU V
  

= =   
   

，其中， 1n i j≥ ≥ ≥ 。                     (4.1) 

11 11 11 21 11

21 11 21 22 21

11 21

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

nn

nn

nn nn nn nn

P

 Γ Γ Γ Γ Γ Γ
 
 Γ Γ Γ Γ Γ Γ =
 
 
 Γ Γ Γ Γ Γ Γ 





  



 

( )

( )

( )

11 21 11 31 11 1

21 21 21 31 21 1

21 31 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

n n

n n

nn nn nn n n

U

−

−

−

 Γ Υ Γ Υ Γ Υ
 
 Γ Υ Γ Υ Γ Υ =
 
 
 Γ Υ Γ Υ Γ Υ  





  



 

( )

( )

[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

21 21 21 31 21 1

31 21 31 31 31 1

21 311 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

n n

n n

n n n n n n n n

V
ex

−

−

− − − −

 Υ Υ Υ Υ Υ Υ
 
 Υ Υ Υ Υ Υ Υ =
 
 
 Υ Υ Υ Υ Υ Υ  





  



 

( )

21 011 0

31 021 0
1 2

0 01

ˆˆ ,,

ˆˆ ,,
,

ˆ ˆ, ,nn n n

e e

−

   Υ ΩΓ Ω
  
   Υ ΩΓ Ω   = =
  
  
  Γ Ω Υ Ω   



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定理 4.3 设 , ,m n n s m nA B C× × ×∈ ∈ ∈C C C ，并且 ,W e 如(4.1)所定义，则： 

( ) ( ){ }, 1L S AH X X K K W e I W W y+ + = = − ° + −  ， 

其中，
2ny∈R 是任意向量。问题一有唯一解 H LX H∈ ： 

( ) ( ), 1H S AX K K W e+= − ° 。                              (4.2) 

证明：由引理 4.2 和定理 4.3 可知，求最小二乘问题：
2 minAXB E− = 的 Hermitian 解等价于求解： 

( )
( )

vec Re
vec Im

S

A

X
W e

X
 

= 
 

 

由引理 4.1 可知： 

( )
( ) ( )vec Re

vec Im
S

A

X
W e I W W y

X
+ + 

= + − 
 

  

从而 

( ) ( )( ), 1S AX K K W e I W W y+ += − ° + −   

命题得证。 
下面讨论方程(1.2)的解的相容性问题。 
设： 

( )
( )

1

2

vec Re
ˆ,

vec Im
N C

N e
N C

  
= =   
   

 

其中： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

1 11 21 1 22 2

211 1 1

1 32 2 1

vec Re , vec Re , , vec Re , vec Re , , vec Re ,

, vec Re , vec Re , vec Re , vec Re , ,

vec Re , vec Re , , vec Re , , vec Re

n n

nnn n n n

n n n n

N F F F F F

F F F G

G G G G

− − −

−

= 




 

 

 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

2 11 21 1 22 2

211 1 1

1 32 2 1

vec Im , vec Im , , vec Im , vec Im , , vec Im ,

, vec Im , vec Im , vec Im , vec Im , ,

vec Im , vec Im , , vec Im , , vec Im

n n

nnn n n n

n n n n

N F F F F F

F F F G

G G G G

− − −

−

= 




  

 

 

 

由引理 3.3 可得： 

( )
( )

vec Re
ˆ

vec Im
S

A

X
AXB C N e

X
 

= ⇔ = 
 

  

从而，运用引理 4.2 和定理 4.3 可得本文的主要结论： 
定理 4.4：矩阵方程(1.1)存在一个 Herimitian 解 n nX ×∈HC 当且仅当 

ˆ ˆNN e e+ =                                      (4.3) 

若 EH 是方程(1.2)的解集，则： 
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( ) ( ){ }, 1E S AH X X K K M e I W W y+ + = = − ° + −   

其中：
2ny∈R 是任意向量。 

特别地，若(4.3)成立，则方程(1.2)有唯一解 EX H∈ ，当且仅当 ( ) 2rank N n= ，此时， 

( ) ( ){ }, 1E S AH X X K K W e+= = − ° 。 

最小范数问题： 

min
E

H X H
X X

∈
=  

有唯一解 H EX H∈ ，并且， HX 可表示为(4.2)。 

5. 结论 

本文主要给出了一类复矩阵方程 AXB C= 的带有 Hermitian 约束的解析解的存在条件，并以

Kronecker 积和广义逆为工具，给出了该类方程解的具体形式。 
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