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Abstract 
In this paper, we use RKM and ADM decomposition method to solve a class of second-order boun-
dary value problems for integral-differential equations. This method avoids the series solution of 
the equation with unknown parameters. At the same time, the problem of convergence analysis is 
also given in this paper. Additionally, some numerical examples are presented to demonstrate the 
rationality of this algorithm. 
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摘  要 

本文应用RKM和ADM分解方法求解一类二阶带有边值条件的积分微分方程，此方法避免了求解带有未知

参数的非线性方程组，同时给出了收敛性分析，并且用算例加以证明方法的有效性。 
 
关键词 

二阶积分微分方程，再生核方法，ADM分解方法，收敛性分析 

 
 

1. 引言 

非线性积分微分方程在许多科学领域有着广泛的应用，因此引起了众多学者的广泛研究，例如物理

中的在多孔催化剂颗作用下的传热和传质参见文献[1]，生物中细胞中的氧扩散[2]等，其中，带有初边值

条件的积分微分方程更是学者研究非线性积分微分方程的热点之一，参见文献[3] [4]。 
在本文中我们将运用 RKM 和 ADM 分解方法相结合来求解下面的带有边值条件的积分微分方程，如

下 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0
, , d ,

0 , 1 ,

x
u x g x k x t f t u t t

u uα β

 ′′ = +


= =

∫                          (1.1) 

其中 ( ) [ ]0,1g x C∈ ， [ ]0,1x∈ ， ( ) [ ], 0,1k x t C∈ ，并且 ( )( ) [ ]{ }, 0,1f t u t C R∈ × 是非线性项，且满足 Lipschitz 
条件，即存在常数 l ，使得 

( ) ( ), ,f t u f t z l u z− ≤ − 。                            (1.2) 

方程(1.1)也可以通过齐次化过程改写为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( )

0
, , d , 0,1

0 0, 0 0,

x
u x g x k x t f t u t t x

u u

 ′′ = + ∈


= =

∫                      (1.3) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 0 0u x u x u u x u= − − − ，所以方程(1.1)等价于方程(1.3)，因此为了方便叙述，在下面的

章节中我们将讨论方程(1.3)，并且仍然用 ( )u x 代替 ( )u x 。 
近些年来，对于(1.3)的形式研究很是广泛，例如 
根据 ADM 方法，问题(1.1)可以被写成如下的算子方程形式 

( ) ( ) ( ) , .Lu x g x Nu x x I= + ∈                             (1.4) 

其中
2

2
d
d

L
x

= 是二阶线性算子， ( )g x 是源点函数， ( ) ( ) ( )( )
0

, , d
x

Nu x k x t f t u t t= ∫ 是一个非线性算子。 

L 的逆算子定义为 

[ ] [ ]1
0 0

d d ,
x k

L s k− ⋅ = ⋅∫ ∫                                  (1.5) 

将 [ ]1L− ⋅ 作用在(1.4)的两边，并且用用条件 ( )0 0u = ，我们可以得到 

( ) ( ) ( )( )1 1 ,u x xc L g x L N u x− −  = + +                              (1.6) 

其中 ( )0c u′= 是一个需要求解的未知参数。 
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接下来根据 ADM 分解方法，将解 ( )u x 和非线性项 ( )( ),f t u x 分别分解为 

( ) ( ) ( )
0 0

, , ,j j
j j

u x u x f t u A
∞ ∞

= =

= =∑ ∑                             (1.7) 

其中 jA 可以通过使用 Adomian 多项式得到，多项式的表达式为 

0 0

1 d , , 0,1, 2,
! d

n
k

n kn
k

A f t u n
n λ

λ
λ

∞

= =

  = =  
  
∑                         (1.8) 

将(1.7)代入(1.6)中，得到 

( ) ( ) ( )1 1
0

0 0
, d .

x
j j

j j
u x xc L g x L k x t A t

∞ ∞
− −

= =

  
= + +     

   
∑ ∑∫                    (1.9) 

比较(1.9)等式的两边，有 

( ) ( )

( ) ( )

1
0

1
10

, ,

, , d , 1, 2,
x

j j

u x c xc L g x

u x c L k x t A t j

−

−
−

 = +   
  = =    ∫ 

                      (1.10) 

则(1.3)的解可以表示为 

( ) ( )
0

, , .
n

n j
j

x c u x cφ
=

= ∑                                 (1.11) 

这里级数解 ( ),n x cφ 是依赖未知参数 c的，所以本文为了避免求解带有未知参数 c 的方程组带来的大

量的运算，采用了以下方法的运算形式。 

2. 新的方法 

在这一节中我们首先考虑如下的线性边值问题 

( ) ( )
( ) ( )

;

0 0, 1 0.

u x g x

u u

′′ =


= =
                                 (2.1) 

此时(2.1)的解可以通过用再生核方法求解，令 

( ) ( )
( ) ( )

;

0 0, 1 0.

Lu x g x

u u

=


= =
                                 (2.2) 

由前面的章节可知(2.1)和(2.2)是等价的，为了应用再生核求解方程(2.2)，需要创建一个满足边值条

件的再生核空间 [ ]3
2 0,1W 。 

定义 2.1 [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) [ ]{ }33 2
2 0,1 | , 0,1 , 0 1 0, 0,1W u u u L u u x′′= ∈ = = ∈是绝对连续实值函数 并且内积和范

数分别为 

( ) ( ) ( )3
2

3
2

1 3
20

1
2

, 3 3 d , ,

, .

W

W

u x v x uv u v u v u v x u v W

u u u

′ ′ ′′ ′′ ′′′ ′′′= + + + ∈

=

∫
                  (2.3) 

定理 2.2 [ ]3
2 0,1W 是再生核空间，即存在一个函数 ( )xR y ，对于每一个固定的 [ ]0,1x∈ ，

( ) [ ]3
2 0,1xR y W∈ ，并且对于任意的 ( ) [ ]3

2 0,1u y W∈ ，且 

( ) ( ) ( )3
2

, x W
u y R y u x= ，再生核 ( )xR y 定义为 
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( )
2 2

1 2 3 4 5 6
2 2

1 2 3 4 5 6

e e e e e e , ;

e e e e e e , ,

y y y y y y

x y y y y y y

c c c y c y c y c y x y
R y

d d d y d y d y d y x y

− − −

− − −

 + + + + + <= 
+ + + + + >

              (2.4) 

其中 ( ), 1, 2,3, 4,5,6i ic d i = 是待定系数。 
定理 2.3 [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) [ ] [ ]{ }3 2

2 0,1 | 0,1 , 0,1 , 0,1W u x u x u x L x′= ∈ ∈是 绝对连续实值函数 ，同时内积和范数

分别定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) 11
22

1

0
, 0 0 d , , .WW

u x v x u v u v x u u u′ ′= + =∫                     (2.5) 

此时存在唯一的再生核函数 ( ) [ ]1
2 0,1xQ y W∈ 并且 

( )
1 , ,
1 , .x

y x y
Q y

x x y
+ <

=  + >
                                (2.6) 

其中定理 2.2 和定理 2.3 的证明详见文献[5]。 
对于方程(1.3)，如果{ } 0i i

x ∞

=
在 [ ]0,1 上是稠密的，令 ( ) ( )x xy L Q yϕ ∗= ，进而有 ( ) ( )

ii xx xϕ ϕ ，其中 L∗

是 L 的共轭算子，即 

( ) ( ) ( )
i ii x xx x L Q xϕ ϕ ∗= =                                (2.7) 

引理 2.4 ( ){ } 1i i
xϕ

∞

=
是 [ ]3

2 0,1W 中的完全系，通过施密特标准正交化过程得到 [ ]3
2 0,1W 中的正交系

( ){ } 1i i
xϕ

∞

=
。 

( ) ( ) ( )
1

; 0, 1, 2,
i

ik k ii
k

x x iϕ β ϕ β
=

= > =∑                           (2.8) 

其中 ikβ 是正交化系数。 
定理 2.5 如果{ } 0i i

x ∞

=
在 [ ]0,1 是稠密的，则(2.2)的解可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( )0
1 1

.
i

ik k i
i k

u x g x x u xβ ϕ
∞

= =

= =∑∑                           (2.9) 

引理 2.4 和定理 2.5 的证明详见文献[6]。 
引理 2.6 若令 ( ) ( )1

0u x xc L g x−= +   ，即 ( )0u x 也就是(1.6)等式的右端的线性部分，则(1.6)的等价形

式可以写成 

( ) ( ) ( )( )1
0 .u x u x L N u x−  = +                               (2.10) 

其中 ( )( ) ( ) ( )( )
0

, , d .
x

N u x k x t f t u x t= ∫  

证明 将(2.10)的两边求两阶导数，得到 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
0 0 ,u x u x L N u x u x L N u x− −′′ ′′      ′′ ′′= + = +                     (2.11) 

由上一节知道 

( ) ( )0 ,u x g x′′ =                                   (2.12) 

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

1
2 20 0 0

0

d dd d d
d d
d d d ,
d d

x k x

x

L N u x N u s s k F k k
x x

F x N u s s N u x
x x

− ′′       = =          

= = =

∫ ∫ ∫

∫
              (2.13) 
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其中 ( ) ( )( )
0

d
k

F k N u s s= ∫ ，将(2.12)和(2.13)代入到(2.11)，得到 

( ) ( ) ( )( ).u x g x N u x′′ = +  

现在方程(1.3)可以写成它的等价形式并使用 ADM 方法可以得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
0 , ;

0 0, 1 0.

u x u x L f x u

u u

− = +    


= =
                            (2.14) 

( ) ( ) 1
0

0 0

n

j j
j j

u x u x L A
∞

−

= =

 
= +  

 
∑ ∑                             (2.15) 

比较(2.15)等式的左右两边，可以得到 

( ) ( ) ( )

( )

0
0 1

1
1

0 0

, 1, 2,

1 d , , 0,1, 2,3,
! d

i

ik k i
i k

j j

n
k

n kn
k

u x g x x

u x L A j

A f t u n
n λ

β ϕ

λ
λ

∞

= =

−
−

∞

= =


 =

  = =  


   = =     

∑∑

∑





                     (2.16) 

(2.16)给出了方程(1.3)的最终形式， n 次截断得到的级数解为 

( ) ( )
0

n

n j
j

x u xψ
=

= ∑ 。                                (2.17) 

3. 收敛性分析 

定理 3.1 若非线性方程中的 ( ),f t u 满足 Lipschitz 条件(1.2)，并且有
6 3
lMδ = ，若 1δ < ， 1u < ∞，

( ) [ ] [ ]( ), 0,1 0,1k x t C∈ × ，并且 ( ),M k x t= 。则级数解
0

n

n j
j

uψ
=

= ∑ 即为(1.3)的解，其中 0 1 2, , ,u u u 是由(2.16)

得到的。 
证明 由(2.17)得到 

( )

( )

1
0 0 10

1 1

1
1

0 10
0

, d

, d

n n x
n j j

j j

nx
j

j

u u u L k x t A t

u L k x t A t

ψ −
−

= =

−
−

−
=

 = + = +   

 
 = +   

 

∑ ∑ ∫

∑∫
                       (3.1) 

易知 ( )
0

,
n

j
j

A f t u
=

≤∑ ，得到 

( ) ( )( )1
0 0

, , d
x

n u L k x t f t u x tψ −  ≤ +   ∫ 。                         (3.2) 

对于任意的 ,u u∗ ，考虑 

( ) ( )* * 1 *
0 0 , ,u u u u L f t u f t u−  − = − + −  ，                      (3.3) 

f 满足 Lipschitz 条件，并且 * 0u u− → ，得到 

* 1 * *u u L l u u u uδ−  − ≤ − ≤ −  ，                         (3.4) 
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由上式，得到 
2

1 1 1 2 1 0
n

n n n n n nψ ψ δ ψ ψ δ ψ ψ δ ψ ψ+ − − −− ≤ − ≤ − ≤ ≤ − ，              (3.5) 

对于任意的 ,n m N∈ ， n m> ，有 

( ) ( ) ( )1 1 2 1

1 1 2 1

1
1 ,

1

n m n n n n m m

n n n n m m

n m
m u

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

δδ
δ

− − − +

− − − +

−

− = − + − + + −

≤ − + − + + −

 −
≤  − 



                   (3.6) 

因为 1δ < ，所以1 1n mδ −− < ，并且 1u < ∞，则 

1 0
1

m

n m uδψ ψ
δ

− ≤ →
−

，                             (3.7) 

此时存在ψ ，使得 lim nn
ψ ψ

→∞
= ，因此我们有

0
j

j
u u

∞

=

= ∑ ，即 u ψ= 。证毕。 

4. 数值算例 

下面考虑如下模型： 

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( )

2
0

e d , 0,1

0 1, 1 e,

x tu x g x u t t x

u u

− ′′ = + ∈


= =

∫                          (4.1) 

真解 ( ) exu x = ， ( ) 1g x = ，现在我们应用本文的方法，先将上述模型齐次化，令 ( ) ( )e e 1 1xu x x= − − − ，

则方程组等价于 

( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( )

2

0
e e 1 1 d , 0,1

0 0, 0 0,

x tu g x u t t t x

u u

− ′′ = + + − + ∈


= =

∫                     (4.2) 

其中 ( ) ( ) ( )( )
0

1 e 2 e 1 1 d
x tg x u x t t−= + − −∫ ，此时真解为 ( ) ( )e e 1 1xu x x= − − − 。 

在 [ ]0,1 上选择 6 个节点进行计算。 
为了展示提出新的方法的准确性和有效性，因此定义了如下绝对误差函数 

( ) ( ) ( ) , 1, 2,n ne x x u x nψ= − =                             (4.3) 

其中 ( )u x 是真解， ( )n xψ 是用新方法得到的 n 次截断级数解，下面表 1 中将给出文献[7]中应用新方法得

到的绝对误差 ( ) ( )n x u xψ − 和用改进后的 ADM 方法给出的绝对误差 ( ) ( )n x u xφ − 之间的比较，结果如

下表 1。 
 
Table 1. Comparison of the absolute error of Example 4.1 by using new method and modified ADM decomposition method 
in the paper [7] 
表 1. 模型(4.1)中用新方法和改进的 ADM 分解方法得到的绝对误差比较[7] 

节点 x 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 

新的方法 n uψ −  0.0000E−00 2.2387E−05 7.1053E−05 3.8104E−04 1.0335E−03 

改进的 ADM 方法 n uφ −  0.0000E−00 2.5646E−02 6.0235E−02  8.9728E−02 5.6922E−02 
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5. 结论 

本文主要阐述了应用 RKM 方法和 ADM 方法求解一类带有边值问题的积分微分方程，此方法主要优

点是避免了求解带有未知参数的方程组，节省了一定的计算量，并且文中给出了收敛性分析和算例，用

来佐证方法的有效性。 
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