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Abstract 
In this paper, we solved an open problem proposed in [1]. We get a sharp parameter value of a 
positive definite inequality by elementary method. 
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摘  要 

本文解决了参考文献[1]中提出的一个公开问题，用初等方法确定了一个正定不等式成立的最佳参数值。 
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多项式的正定性条件及正定多项式是否能表示成平方和的问题是一个和Hilbert 17问题有关的有趣而

又古老的问题，见[1]-[5]。 

设 ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 3 2 3, , , ,t x y r y x r y x x x g x y rg x y= − + − − = + + 。其中 ( ) 2 3,g x y y x x= − − 。 Murray 

Marshall 在[1]中用微积分方法证明了如下断言：“Claim 1. When 1
2

r = , 0t ≥  on 2
 ”。然后他做了一

个注记；“ ( ) ( )2, ,x g x y rg x y+ +  is 0≥  on 2
  when r∈  is ‘large enough’. Claim 1. shows that 1

2
r =  

is ‘large enough’ in this sense. There is no claim that 1
2

r =  is in any way optimal”。本文用初等方法证明了

在 2
 中使这一不等式成立的最佳参数是

3 3
16

r = 。 

显然我们有 ( ) ( )
2 0, 0,

min , min ,
x yx y

t x y t x y
≥ ≥∈

≥


，因此我们只需对 0, 0x y≥ ≥ 的情况证明这一不等式成立即可。 

引理 1. 当 3 30
4

x≤ ≤ 时有 ( )33 3 1
8

x x+ < ， 

证明：由计算直接得出引理 1 成立。 

引理 2. 4 29 18 16 3 9 0x x x+ − + ≥ ，等号仅在
3

3
x = 时成立。 

证明：从等式 

( ) ( )24 2 29 18 16 3 9 3 1 3 2 3 9x x x x x x+ − + = − + +  

可知引理 2 成立。 

引理 3. ( )33 3 3 31 1
4 8

x x x− ≤ − + ，等号仅在
3

3
x = 时成立 

证明： 

( )33 3 3 31 1
4 8

x x x− ≤ − +  

( ) ( )23 33 3 3 3 271 1
4 4 64

x x x x x⇔ − ≤ − + + +  

( )2293 1
16

x x⇔ ≤ +  

4 29 18 16 3 9 0x x x⇔ + − + ≥ 。 

因此不等式 ( )33 3 3 31 1
4 8

x x x− ≤ − + 等价于不等式 4 29 18 16 3 9 0x x x+ − + ≥ ，从引理 2 即得引理

3 成立。 

定理 在 2
 中 ( )22 3 2 33 3 3 3, , 0

16 16
t x y y x y x x
 

= − + − − ≥  
 

，等号当且仅当
3 , 0

3
x y= = 时成立，此
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外在 2
 中使不等式 ( ) ( )22 3 2 3, , 0t x y r y x r y x x= − + − − ≥ 成立的最佳参数为

3 3
16

r = 。 

证明。考虑以下两种情况  

1) 4 3
9

x ≥ 在这种情况下，设 ( ) 2 3,g x y y x x= − − ，那么 

( )22 3 2 3 2

2

3 3 3 3 3 3, ,
16 16 16

3 3 8 3 4 3 0
16 9 9

t x y y x y x x g g x

g x

 
= − + − − = + +  

 

 
= + + − ≥  

 

。 

要使上述不等式的等号成立，其充分必要条件是
4 3

9
x = 和

8 3 0
9

g + = 同时成立，但是易于验证， 

这是不可能的，所以在这种情况下，上述不等式中的等号不可能成立。 

2) 4 30
9

x≤ ≤ 。在这种情况下，设 2z y= ，那么 

( )

( ) ( )

22 3 2 3

2 3 3 3

3 3 3 3, ,
16 16

3 3 3 3 3 31
16 8 8

t x y y x y x x

z x x z x x x

 
= − + − −  

 
 

= − + − + + −  
 

。 

把上面的表达式看成是 z 的二次三项式，那么其判别式为 

( ) ( )
2

23 3 33 3 3 3 3 3 3 31 4 1 0
8 16 16 4

x x x x x x
   

∆ = + − − ⋅ ⋅ + − = − ≥      
   

。 

因此，这个二次三项式有两个实根 ( ) ( )1 2,z x z x ，其中 

( )
( )3

1

3 3 3 31 1
8 4

3 3
8

x x x
z x

+ − − −
= ， 

( )
( )3

2

3 3 3 31 1
8 4

3 3
8

x x x
z x

+ − + −
= 。 

从引理 1 和引理 3 可知 ( ) ( )1 2 0z x z x≤ ≤ ，以及当且仅当
3

3
x = 时 ( )2 0z x = 。因而 

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

22 3 2 3

2 3 3 3

1 2

2 2
1 2

3 3 3 3, ,
16 16

3 3 3 3 3 31
16 8 8

3 3
16

3 3 0
16

t x y y x y x x

z x x z x x x

z z x z z x

y z x y z x

 
= − + − −  

 
 

= − + − + + −  
 

= − −

= − − ≥

。 
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上述不等式中的等号当且仅当
3 , 0

3
x y= = 时成立。 

又设 0ε > 是一个任意小的正常数，那么我们有 
23

23

3 3 3 3 3 3 3 3,0, ,0,
3 16 3 16 3 3

3 30 0
3 3

t tε ε

ε

      
 − = − +                 

  
 = − + <     

。 

这就说明在 2
 上使 0t ≥ 成立的最佳参数为

3 3
16

r = 。 

这就完成了定理的证明。 
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