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Abstract 
We expanded the classical symmetries of RLW-Burgers equation by calculating the potential 
symmetries, and we obtained a series of new exact solutions of RLW-Burgers equation. Firstly, we 
determined the classical symmetries and potential symmetries of RLW-Burgers equation based on 
differential characteristic set algorithm. Secondly, we constructed the invariant solutions of Burg-
ers equation by using the extended Tanh function method, and these solutions with arbitrary pa-
rameters are expressed by the hyperbolic functions, the trigonometric functions and the rational 
functions, respectively. Finally, new exact solutions for RLW-Burgers equation are obtained by 
acting Lie transformation group of potential symmetry and the classical symmetry on the inva-
riant solutions. It is important that these solutions can not be obtained from classical symmetries 
of Burgers equation. 
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摘  要 

通过计算RLW-Burgers方程的势对称扩大了其古典对称，并获得了RLW-Burgers方程的一系列新的精确

解。首先，基于微分特征列集算法确定了RLW-Burgers方程的古典对称和势对称。其次，利用推广的Tanh
函数法构造了RLW-Burgers方程的不变解，这些解分别以含任意参数的双曲函数、三角函数和有理函数

表示。最后，分别选择一个势对称和古典对称的Lie变换群，将其作用于RLW-Burgers方程的不变解上

获得了新的精确解，重要的是这些解都不能由方程的古典对称得到。 
 
关键词 

势对称，微分特征列集算法，推广的Tanh函数法，RLW-Burgers方程，精确解 

 
 

1. 引言 

Lie 对称是公认的普适性最广的方法。近几十年，古典对称的概念得到了很多的推广，人们提出了各

种新对称的概念。1988 年，Bluman 和 Cole 在 Lie 群基础上提出了势对称概念[1]。在诸多新对称中，势

对称具有理论简单，算法实现容易，扩展对称性良好的特点。势对称是由微分方程守恒律(守恒形式)引出

的扩充方程组来发现原方程的更多相应方程组的古典对称，它可以有效扩大方程对称，并且可以得到方

程的更多的精确解。但求偏微分方程的势对称具有很大的局限性，只有少数的偏微分方程具有势对称，

具有什么条件的偏微分方程才有势对称也自然而然成为了国内外学者研究的重要课题，并且已有了相关

研究[2]-[10]。 
Lie 算法是确定对称的主要方法，该算法的计算过程将涉及到大量、复杂的机械化计算，并且传统的

Lie 算法中未能考虑未知量的序关系，导致计算机上的无穷循环及工作量大等许多困难。研究发现微分特

征列集算法是有效克服 Lie 算法缺陷的方法之一，该算法主要考虑控制计算过程中符号堆积及易于在机

器上实现的问题[11]。目前该算法已成功的应用在微分方程的古典对称、非古典对称、高阶对称、近似对

称、势对称、守恒律、对称分类、最优系统[17]等方面得到了广泛的应用[4]-[6] [12]-[17]。本文将基于微

分特征列集算法，确定 RLW-Burgers 方程的古典对称和势对称。 

2. RLW-Burgers 方程的古典对称和势对称 

考虑 RLW-Burgers 方程 

12 0t x x xx xxtu u uu u uα β+ + − − =                              (1) 

方程(1)是用来描述河道里水波表面的传播问题，其中 ( ),u x t 表示距水的表面平衡位置的纵位移，x 表

示沿河道流动水的横坐标， t 表示所需的时间， xxuα 为耗散项，α 为耗散系数， xxtuβ 为色散项， β 为色

散系数， 0αβ >  [18]。 
下面我们基于微分特征列集算法研究 RLW-Burgers 方程的古典对称和势对称。 

2.1. 古典对称分类 

假设方程(1)对应的对称向量为 
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( ) ( ) ( ), , , , , ,X x t u x t u x t u
x t u

ξ τ η∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
                         (2) 

其中 ( ), ,x t uξ ξ= ， ( ), ,x t uτ τ= ， ( ), ,x t uη η= 是该对称的无穷小生成函数。根据 Lie 算法，我们可得到

方程(1)的对称的确定方程组。但是确定方程组很难人工求解，所以我们可以利用微分特征列集算法[11]
进行计算得到与确定方程组等价的特征列集对应的方程组，将其求解计算得到以下对称分类结果，见表 1。 

2.2. 势对称 

对于 RLW-Burgers 方程(1)，可以将其写成一次守恒形式 

( ) ( )26 0xx xt x
u u u u uβ α− + + − =                              (3) 

为了获得方程(1)的势对称，我们根据此守恒形式引进势变量 v ，将方程(3)写成如下等价形式 

2

,
6 .

x xx

t x

v u u
v u u u

β
α

= −
 = − − +

                                  (4) 

假设方程组(4)对应的对称向量为 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , ,X x t u v x t u v x t u v x t u v
x t u v

ξ τ η φ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
                (5) 

其中 ( ), , ,x t u vξ ξ= ， ( ), , ,x t u vτ τ= ， ( ), , ,x t u vη η= ， ( ), , ,x t u vφ φ= 是该对称的无穷小生成函数。 
定义 1. 若 2 2 2 0v v vξ τ η+ + ≠ ，即当且仅当无穷小函数ξ ，τ ，η中至少有一个依赖于势变量 v ，那么 X

称为 RLW-Burgers 方程(1)的势对称。 
与上一目的计算类似，很容易得到 0αβ ≠ 和 0, 0α β= ≠ 时方程组(4)的对称，见表 2。 

 
Table 1. The classification of Classical symmetry      
表 1. 古典对称的对称分类      

参数 ,α β  无穷小向量 

0αβ ≠  
1 1 2X C C

x t
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

0, 0α β= ≠  ( ) ( )2 1 2 312 12 1X C C t C u
x t u
∂ ∂ ∂

= + − + + +
∂ ∂ ∂

 

0, 0α β≠ =  ( )3 1 1 2 312X C C t C C
x t u
∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂

 

0α β= =  ( ) ( ) ( )4 1 2 3 4 3 1 3

1
12

X C t C C t C C u C C
x t u
∂ ∂ ∂ = + + + + − + − ∂ ∂ ∂ 

 

其中 iC ， 1, 2,3, 4i = 为任意常数。 

 
Table 2. The classification of potential symmetry      
表 2. 势对称的对称分类     

参数 ,α β  无穷小向量 

0αβ ≠  
1 1 2 3X C C C

x t v
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

  

0, 0α β= ≠  ( )2 1 2 3 2 2 4

1 1 1
12 12 12

X C C t C u C x t v C C
x t u v
∂ ∂ ∂   ∂   = + − + + + + − + +    ∂ ∂ ∂ ∂    

  

其中 iC ， 1, 2,3, 4i = 为任意常数。 
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下面我们详细讨论 0, 0α β≠ = 的情况。此时方程组(4)变为 

2

,
6 .

x

t x

v u
v u u uα

=
 = − − +

                                  (6) 

利用 Lie 算法和微分特征列集算法进行计算得到与确定方程组等价的特征列集对应的如下方程组 

0uuη = ， 0xx tt u vξ ξ ξ ξ= = = = ， 0x t vτ τ τ= = = ， 2 0x tξ τ− = ， 0xuη η φ− − = ， 

0x u vξ η φ+ − = ，12 12 2 0u xu t xuη η αη ξ ξ− − − + = ，12 2 12 0v t x xuη αη ξ ξ ξ− − + + = ， 

0x t xx xtuη η αη ξ+ − + = ， 22 12 2 12 2 2 0u u x t x tu u u u uη η η η αη ξ ξ φ+ − − − − + + = ， 
212 72 12 72 2 12 6 6 3 0u u ut x t t x x xtu u u u uη η η η αη αη ξ ξ ξ ξ αξ+ − − + − − − + + + = 。 

对其进行求解得到无穷小生成函数 

( )1 2 3 4C x C t C x Cξ = + + + ， 2
1 3 52C t C t Cτ = + + ， 

( ) ( ) ( )6 6
3 1 1 1 2 3

1e , e ,
12 6

v v
xf x t C C t u C x C t C C f x tα ααη  = − − + − + − +  ， 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 61
2 3 1 1 6

1 1 1 e ,
24 12 12 12 6

vC x t C C x t C xt C t f x t Cααφ α= + + − − − + + + 。 

其中 , 1, 2, , 6iC i =  为任意常数，且函数 ( ),f x t 满足关系式： 
0x t xxf f fα+ − =                                     (7) 

根据 Lie 对称法我们将无穷小函数 ,η φ 中出现的函数 ( ),f x t 视为对称参数。当选取一个对称参数为

1，其余参数为 0 时，可得到方程组(4)的 6 个有限维对称和 1 个无穷维对称，对应的无穷小向量分别为 

( )2 2 2
31

1 1 1 1 1
12 12 24 6 12

X xt t x t ut x t xt t
x t u v

α∂ ∂ ∂ ∂   = + + − − + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂   
 ， 

( )32
1 1

12 12
X t x t

x u v
∂ ∂ ∂

= + + −
∂ ∂ ∂

 ， ( )33
1 12

12 12
X x t u x t

x t u v
∂ ∂ ∂ ∂ = + − − − − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ， 

34X
x
∂

=
∂

 ， 35X
t
∂

=
∂

 ， 36X
v
∂

=
∂

 ， ( ) ( ) ( )6 6 6e , e , e ,
6 6

v v v
xX u f x t f x t f x t

u v
α α αα α

∞
∂ ∂ = + +  ∂ ∂ 

 。 

由定义 1 可知， X∞
 为 RLW-Burgers 方程的势对称。 

一般地，我们选择满足关系式(7)的 ( ),f x t ，可得到新的势对称。如 

1) 取 ( ) 6,f x t
α

= 时，得到势对称 

6 6
37

6 e ev vX u
u v

α α

α
∂ ∂

= +
∂ ∂

 .                               (8) 

2) 取 ( ) ( )
2

, ef x t x tαα= − 时，得到势对称 

( )
( ) ( )

( )
( )2 2 22 21 3 1 3 1 3

38 e e e
6 6

v v v
X x t u x t

u v
α α αα α+ + +  ∂ ∂

= − + + −  ∂ ∂  
 .                  (9) 

注：只有当 0, 0α β≠ = 时，RLW-Burgers 方程存在势对称。 

3. RLW-Burgers 方程的精确解 

根据势对称可以构造出微分方程的新不变解，并且这些不变解不能由所研究方程的古典对称求出来
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的特点，下面我们利用推广的 Tanh 函数法[19]和势对称的单参数 Lie 变换群构造 RLW-Burgers 方程的新

精确解。 

3.1. RLW-Burgers 方程的精确行波解 

下面我们利用推广的 Tanh 函数法求解方程(1)在 0, 0α β≠ = 时的行波解。推广的 Tanh 函数法是最近

提出的求解非线性方程精确解的有效方法之一[19]。 
令 1 4 34 35C X Xχ = +  ，即在ξ ，τ ，η，φ 中选取 4 50, 1C C≠ = 其余 0iC = 可得到 1χ ，则 1χ 的特征方

程为 

4 1 0
dx dt du
C

= =  

得到不变量 4x C tθ = − ，其中 4C 为任意常数。利用特征法可将方程(1)约化为如下的常微分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 12 0C u u u u uθ α θ θ θ θ′ ′′ ′ ′− − + + =                        (10) 

其中 ( ) ( ),u x t u θ= ， 4x C tθ = − 。 
考虑方程(10)中最高阶导数项 u′′与最高阶非线性项 uu′的齐次平衡，选择解表达式 

( ) ( )0 1u a aθ ϕ θ= +                                   (11) 

其中 0a ， 1a 均为待定常数，而且函数 ( )ϕ ϕ θ= 满足辅助方程 

2ϕ λ δϕ µϕ′ = + +                                    (12) 

其中 λ ， δ ， µ 为常数。辅助方程(12)有 27 种解[19]，所以在下文中ϕ 都将以 iϕ 的形式出现，其中

1, 2, , 27i =  。将表达式(11)代入方程(10)中，并利用方程(12)，通过计算可得到方程(1)如下的解 

( ) ( ) ( ) ( )4
1 1 , 1, 2, , 27

12 6 iu C iαµθ β αδ ϕ θ= − − + + + =                     (13) 

其中 4x C tθ = − 。 

3.2. 利用 Lie 变换群作用得到的新精确解 

下面将 RLW-Burgers 方程的势对称及古典对称对应的 Lie 变换群作用在解(13)上获得新的精确解。

我们根据ϕ 的取值不同选取三角函数解和双曲函数解两类具有代表性的解进行讨论。 
首先确定对称 2 34 37X Xχ = +  和 33X 对应的 Lie 变换群。求解势对称 2χ 对应的初值问题，得到其单参

数 Lie 变换群为 

*

*

*
1 6

* 6

,
,

,
6e

6ln e .
6

v

v

x x
t t

u

v

α

α

ε

αµ
α ε
α ε

α
−

 = +


=


Ψ =
−

  = − −  
 

 

同理，古典对称 33X 所对应的单参数 Lie 变换群为 
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( )

( )

*

* 2

*
2

* 2

e ,
e ,

1 e 1 12 e ,
12

1 2 2 e e .
24

x x
t t

u u

v x x t t v

ε

ε

ε ε

ε ε

−

 =


=
Ψ  = − − − −



= − − + +


 

下面将在解(13)的表达式中选择两个具有代表意义的 iϕ ，分别在势对称群和古典对称群的作用下得

到新的精确解。 
1) 三角函数解： 

当
2 2

1
4 4tan

2 2 2
λµ δ λµ δδϕ θ

µ µ

 − −
 = − +
 
 

， 4x C tθ = − 时，得到 

( ) ( )2
10 10 4

1, 4 tan 1
12 12

u x t Cα λµ δ ω= − + − ，                     (14) 

其中 ( ) 2
10 4

1 4
2

C t xω λµ δ= − + − 。将解(14)带入守恒形式(4)，得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2
10 10 4 4 1

1 1 1, ln cos 4 1 1
6 24 12

v x t t C x C cα ω α δ λµ = − − − + − − + − +           (15) 

其中 1c 为任意常数。 
下面我们将 Lie 变换群 1Ψ 作用于解 ( )10 ,u x t ， ( )10 ,v x t 即可以得到方程组的另一组解 

( ) ( )
( )

( ) ( )

11

11

2 2
11 4

11
11

11 11

4 tan 1
, ,

12 72 sec e

1 6, ln e cos .
6

C
u x t

v x t

κ

κ

α λµ δ ω α
α ε ω

α ω ε
α

−

 − + −
 =
 − −

  = − − −   

                       (16) 

其中 11ω ， 11κ 的表达式为 

( )

( ) ( )( )

2
11 4

2 2 2
44 1 4

11

1 4 ,
2

4 11 12
.

2 4

C t x

t CC x c C

ω λµ δ ε

α δ λµε ε
κ

α α

= − − + −

− + −− + − +
= −

 

将 Lie 变换群 2Ψ 作用于解 ( )11 ,u x t ， ( )11 ,v x t 又可以得到方程组的另一组新解 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

12

12

2 2
12 4

12
12

2
12 12

4 tan 11 1 1, e e ,
12 12 126 sec e

1 6 1 1, ln e cos 1 e 1 e .
6 24 12

C
u x t

v x t t x

ε ε
κ

κ ε ε

α λµ δ ω α
α ε ω

α ω ε
α

− −

− − −

 − + −
 = + −
 − −

  = − − − + − + −   

           (17) 

其中 12ω ， 12κ 的表达式为 

( )

( ) ( )( )

2 2
12 4

2 2 2 2
44 1 4

12

1 4 e e ,
2

e 4 11 e 12
.

2 4

C t x

t CC x c C

ε ε

εε

ω λµ δ ε

α δ λµε ε
κ

α α

− −

−−

= − − − − +

− − − +− + − +
= −

 



鲍春玲 等 
 

 
118 

2) 双曲函数解： 

当 ( )
2

2 2
2

4 coth 4 csch 4
2 2

δ λµδϕ δ λµθ δ λµθ
µ µ

−
= − − − + − ， 4x C tθ = − 时，得到 

( ) ( ) ( )2
20 4 20 20

1, 1 4 coth csch
12 12

u x t C α δ λµ ω ω= − − − + ，                (18) 

其中 ( ) 2
20 4 4C t xω δ λµ= − + − 。将解(18)带入守恒形式(4)，得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2
20 4 5 4

2 2 2
3 4 2 3 1 3 4 2 4

22 2
2 3 1 3 4 2 4

1 1, 1 2 ln 4 1
12 24

21 arctan
6 2

v x t x C t C

i c
i i i

α ψ α δ α λµ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ
α

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

 = − + − + − − 

+ − +
+ +

+ +

，            (19) 

其中 2c 为任意常数， , 1, 2, , 6i iψ =  的表达式为 

( )

2 2
1 2

2 2
3 4 4 4

2 2
5 4 6 4

1 1sinh 4 , cosh 4 ,
2 2
1 1sinh 4 , cosh 4 ,
2 2
1tanh 4 , sinh 4 ,
2

x x

C t C t

C t C t x

ψ δ λµ ψ δ λµ

ψ δ λµ ψ δ λµ

ψ δ λµ ψ δ λµ

= − = −

= − = −

= − = − −

 

下面我们将 Lie 变换群 1Ψ 作用于解 ( )20 ,u x t ， ( )20 ,v x t 即可以得到方程组的另一组解 

( ) ( ) ( )

( )

21

21

2 2
211 211 4

21
212

211

211
21

212

4 coth csch 1
, ,

e tanh
12

2 sinh

e sinh1 6, ln .
6 2 tanh

C
u x t

v x t

κ

κ

α δ λµ ω ω α
ε ω

α
ω

ω
α ε

αω

−

 − − − + −
 =


− −
   = − −    

                 (20) 

其中 211ω ， 212ω ， 21κ 的表达式为 

( )

( ) ( )

( ) ( )( )

2 2
211 4 212 4

2 2 2
213 4 4

2 2 2
44 1 4

21 213

14 , 4 ,
2

1cosh 4 sinh 4 tanh 4 ,
2

4 11 12
arctan .

2 4

C t x C t

C t C t x

t CC x c C

ω ε δ λµ ω δ λµ

ω δ λµ δ λµ ε δ λµ

α δ λµε ε
κ ω

α α

= − + − − = −

 = − − − − −  

− − − +− + − +
= − +

 

将 Lie 变换群 2Ψ 作用于解 ( )21 ,u x t ， ( )21 ,v x t 又可以得到方程组的另一组新解 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22

22

2 2
221 221 4

22
222

221

221 2
22

222

4 coth csch 11 1 1, e e ,
12 12 126 e tanh

sinh

e sinh1 6 1 1, ln 1 e 1 e .
6 24 122 tanh

C
u x t

v x t t x

ε ε
κ

κ
ε ε

α δ λµ ω ω α
ε ω

α
ω

ω
α ε

αω

− −

−
− −

 − − + + −
 = + −


− −
   = − − + − − −    

         (21) 

其中 221ω ， 222ω ， 22κ 的表达式为 
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( )

( ) ( )

( ) ( )( )

2 2 2 2
221 4 222 4

2 2 2 2 2
223 4 4

2 2 2 2
44 1 4

22 223

1e e 4 , e 4 ,
2

1cosh e 4 sinh e 4 tanh e 4 ,
2

e 4 11 e 12
arctan .

2 4

C t x C t

C t C t x

t CC x c C

ε ε ε

ε ε ε

εε

ω ε δ λµ ω δ λµ

ω δ λµ δ λµ ε δ λµ

α δ λµε ε
κ ω

α α

− − −

− − −

−−

= − + − − = −

 = − − − − −  

+ − −− + − +
= − +

 

如此利用势对称和古典对称对应的 Lie 变换群作用下去，可以得到更多的精确解。例如我们可确定

38X 对应的 Lie 变换群 

( )

( )
( )

( )

*

*

2 1 32
*

23 1 3

2
* 6

,
,

6 e ,
6 e 6

ln e e .
6

v

v

v

x x
t t

uu
x t

v x t

α

α

α α

α

α ε

α α ε

+

+

−

 =


=

 + = −Ψ 
 − −

  

= − − −     

 

我们可将群 3Ψ 作用于精确解构造新的解，因篇幅所限不再一一列出。 

4. 本文结论 

本文我们基于微分特征列集算法计算了 RLW-Burgers 方程的古典对称和势对称，并且得到了无穷维

对称。为了构造 RLW-Burgers 方程的新解，利用推广的 Tanh 函数法构造了 RLW-Burgers 方程的不变解。

并将势对称和古典对称对应的 Lie 变换群作用于不变解上获得了一系列新的精确解，重要的是这些解

(18)~(21)都不能由方程的古典对称得到，这些解丰富了方程原来的精确解[20]-[22]。同理我们还可以继续

以上过程，即通过对称交替作用得到 Lie 变换群，并将其作用于 RLW-Burgers 方程的解得到更多的精确

解，这样可以达到通过方程守恒律扩充对称(即势对称)求出更多精确解的目的。 
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