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Abstract 
This paper is mainly to consider the finite order meromorphic solutions of two classes of nonli-
near difference equations. Some results on the properties of the solutions are proved and exam-
ples are provided. 
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摘  要 

本文主要研究两类非线性差分方程的有限级亚纯解，得到了一些关于解的性质，并给出了一些例子。 
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1. 引言 

在下文中，我们将使用 Nevanlinna 理论[1]-[3]的标准记号。设 ( )f z 为亚纯函数，用 ( ),N r f ， ( ),T r f

和 ( )fρ 分别表示 ( )f z 的极点计数函数，特征函数和增长级。如果 ( )g z 满足 ( ) ( )( ), ,=T r g o T r f ，则称

( )g z 为 ( )f z 的小函数。用 fS 表示 ( )f z 的所有小函数之集，并记由 fS 生成的域为 S 。 

J. Rieppo 在文[4]中考虑了差分方程 

( ) ( ) ( )
0=

+ = ∑
n

j
j

j
f z p zc f z ，                              (1) 

的有限级整函数解，其中 ( )jP z 为有限级周期函数函数且 ( ) 0.nP z ≡/ 用 L 表示由 S 添加元素 ( )jP z 后

所得的域扩张。J. Rieppo 证明了以下结果： 
定理 1 [4] 设 ( )f z 为有限级整函数且满足方程(1)。如果方程(1)的系数均为以 c 为周期的有限级整函

数，那么或者 ( )f z 为以 c 为周期的周期函数，或者 ( )f z 满足关于代数方程： 

( ) ( ) ( )( ), 0+ =jP P f f z cz z ，                             (2) 

其中，方程(2)的系数均属于 L。 
一个自然的问题是：当 ( )f z 为有限级亚纯函数时，有何结果?考虑这个问题，我们证明了如下结果。 
定理 2 设 ( )f z 为有限级亚纯函数且满足方程(1)。如果方程(1)的系数均为以 c 为周期的有限级整函

数且 ( ) ( ), ,=N r f S r f ，那么或者 ( )f z 为以 c 为周期的周期函数，或者 ( )f z 满足关于代数方程(2)其中，

方程(2)的系数均属于 L。 
我们还考虑了以下形式的差分方程： 

( ) ( ) ( ) ( )
0=

+ + − = ∑
n

j
j

j
f z c f z c p fz z ，                         (3) 

的有限级整函数解，其中 ( )jP z 为有限级周期函数函数且 ( ) 0,nP z ≡/ 并得到以下结果： 
定理 3 设 ( )f z 为有限级亚纯函数且满足方程(1)。如果方程(1)的系数均为以 c 为周期的有限级整函

数且 ( ) ( ), ,=N r f S r f ，那么或者 ( )f z 为以 c 为周期的周期函数，或者 ( )f z 满足关于代数方程 

( ) ( )( ), 0,P f z c f z c+ − =                                 (4) 

其中，方程(4)的系数均属于 L。 
根据 M. Ozawa 在文[5]中的结果，对任意给定的正数 1,ρ ≥ 总存在周期整函数 ( )a z 满足 ( )aρ ρ= 。

下面的例 1 和例 2 表明，存在函数满足定理 2 和定理 3 的条件。例 3 和例 4 则表明条件 ( ) ( ), ,=N r f S r f
并不是必要的。这将在未来的研究中做进一步的探讨。 

例 1 选取周期为 c iπ= 的整函数函数 ( )a z ，则函数 ( ) ( )e
sin 2

−

=
za z

f z
iz

满足方程 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2e s 2 ,in+ = − − zz z if z f za f zc  

此时， ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 1 2, 1, e sin 2= = − = − zp az p zpz z iz 以 c为周期，且 ( )f z 满足 ( ) ( ), ,=N r f S r f 和方
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程 ( ) ( ) 0.f z c f z+ + =  

例 2 选取周期为 c iπ= 的整函数函数 ( )a z ，则函数 ( ) ( )e
sin 2

−

=
za z

f z
iz

满足方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22si 22 e n+ + − = − − zf z c f z c a f z izfz z ， 

此时， ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 1 2, 2, e sin 2= = − = − zp az p zpz z iz 以 c为周期，且 ( )f z 满足 ( ) ( ), ,=N r f S r f 和方

程 ( ) ( ) 0f z c f z c+ − − = 。 

例 3 函数 ( ) e
sin 2

−

=
z

f z
iz
满足方程 

( ) ( ) ( )2 22sin 21 e ,+ = − − zz izf c f f zz  

此时， ( ) ( ) ( ) 2
0 1 21, 1, e sin 2= = − = − zp p pz z z iz 以 c 为周期，且 ( )f z 满足方程 ( ) ( ) 0+ + =f z c f z ，

但不满足条件 ( ) ( ), ,N r f S r f= 。 

例 4 函数 ( ) e
sin 2

−

=
z

f z
iz
满足方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 22 s 2 ,ne i+ + − = − − zz z if zz c f z c a f zf  

此时， ( ) ( ) ( ) 2
0 1 21, 2, e sin 2= = − = − zp p pz z z iz 以 c为周期，且 ( )f z 满足方程 ( ) ( ) 0f z c f z c+ − − = 但

不满足条件 ( ) ( ), ,=N r f S r f 。 

2. 引理 

引理 1 [6] 设 ( )f z 为有限级亚纯函数，则对任意常数 c，有 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ), 2 1 ,+ − ≤ +T r f z c f z o T r f ， 

在至多除去一个有限对数测度的集合外成立。 
引理 2 [7] [8] 设 ( )f z 为有限级亚纯函数，则对任意常数 c，有 

( )
( ) ( ), ,

 +
=  

 

f z c
m

f z
r S r f ， 

在至多除去一个有限对数测度的集合外成立。 

3. 定理 2 的证明 

不失一般性，假设 ( ) ( )≡ +/f z f z c ，则由引理 1 可知 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ), 2 1 ,+ − ≤ +T r f z c f z o T r f ， 

在至多除去一个有限对数测度的集合外成立。故 ( ) ( )f z c f z+ − 为有限级亚纯函数。 
注意到 ( )jp z 以 c为周期，对两边作一次平移运算，可得 

( ) ( ) ( )
0

2
=

+ = +∑
n

j
j

j
f z c p z f z c 。 

再结合方程(1)即得， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2
=

 + − + = + − ∑
n

j j
j

j
f z c f z c p z f z c f z 。                    (5) 

对方程(5)两边同时除以 ( ) ( )f z c f z+ − 可得 
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1
1

1
1

: ,
2 −

− −

=
−

=

 
= 



+ − +
= + +

+ − 
∑ ∑

n

j
j k

j
k j k

nz f f z
f z c f z c

p z c z c
f z

f z f
c f c

P 。 

进而由定理条件以及引理 2 可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1, , ,

2
, , ,

− − −= +

 + − +
= + =  + − 

n n nT r P N r P m r P

f z c f z c
S r f m r S r f

f z c f c

。 

故存在函数 ( ) fa z S∈ ，使得 ( ) ( )( ) ( )1 ,− + =nP f z f z c a z 。这就证明了 ( )f z 满足代数方程 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1, : 0,−+ + −= =nP f z cf z P f z f z c a z ， 

其中，方程的系数均属于 L 。 

4. 定理 3 的证明 

注意到，若 ( ) ( )≡ +/f z f z c ，则一方面由引理 2 易得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ), ,

 + − −
=  + − 

f z c f z c
m r S r f

f z c f c
。 

另一方面，由方程(3)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2
=

 + + − + − − = + − ∑
n

j j
j

j
f z c f f z cz zf z c p f z c f z ， 

进而有 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1
12

= =

−
− −+ − + − −

+ =
+ − +

 
+ 

 − ∑ ∑
n

j
j k

j
k j kf z c f z c f z f z c

p
f z c f c f z c

z
f c

z f z c f 。 

由上式，并类似于定理 2 的证明，即可证明定理 3。 
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