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Abstract 
The present paper gives a generalization of the Fresnel integral by using of Jordan integral and 
Cauchy integral theorem. 
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摘  要 

利用Jordan不等式及Cauchy积分定理，给出一类广义的Fresnel积分的值，它是通常定义下Fresnel积分

的一种推广。 
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1. 引言 

广义积分 2
0

cos dx x
∞

∫ 与 2
0

sin dx x
∞

∫ 称为 Fresnel 积分[1]，它是以法国土木工程师兼物理学家 Fresnel 命
名。Fresnel 积分是物理光学衍射中常用的典型积分。它当今国际上的重大前沿基础科研领域–惯性约束聚

变[2]、粒子场测试及在数字全息领域，如“形貌测量、变形测量、防伪、三维图像识别、医学诊断、数字

全息显微[3]、去除数字全息零极像[4]”等方面有广泛的应用。因此对 Fresnel 积分进行推广是很有必要的。 
定义 1.1 [5] 设 f 是定义在 [ ],a b 上的一个函数， J 是一个确定的实数。若对任给的正数 ε ，总存在

某一正数δ ，使得对 [ ],a b 的任意分割T ，以及在其上任意选取点集{ }iξ ，只要 T δ< ，就有 

( )
1

n

i i
i

f x Jξ ε
=

∆ − <∑ ， 

则称函数 f 在区间 [ ],a b 上可积(或黎曼可积)；数 J 称为 f 在 [ ],a b 上的定可积(或黎曼积分)，记作 

( )db

a
J f x x= ∫ 。 

其中被积函数为 f ，积分变量为 x ，积分区间为 [ ],a b ，定积分下限和上限分别为 ,a b 。 
定义 1.2 [5] 设定义在无穷区间 [ ),a +∞ 上的函数 f 在任何有限区间 [ ],a u 上都可积。如果存在极限 

( )lim d
u

au
f x x J

→+∞
=∫ ， 

那么称此极限 J 为函数 f 在 [ ),a +∞ 上的无穷限反常积分(简称无穷积分)，记为 

( )d
a

J f x x
+∞

= ∫ ， 

并称 ( )d
a

f x x
+∞

∫ 收敛。 

定义 1.3 [6] 含参量积分 ( ) 1
0

e d , 0s xs x x s
∞ − −Γ = >∫ 称为伽马函数(Γ函数)。 

定义 1.4 [7] 设有曲线C ： 

( )z z t= ， ( )tα β< < 。 

以 ( )a z α= 为起点， ( )b z β= 为终点， ( )f z 沿C 有定义。沿着C 从起点 a 到终点 b 的方向在C 上取

分点： 

0 1 1, , , ,n na z z z z b−= ⋅⋅ ⋅ = 。 

把曲线C 分成若干个弧段 
 

 

y

o x

z0 = a

z1

z2

zn-1

xn zn = b

x1

x2
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在 1kz − 到 ( )1, 2, ,kz k n=  的每一段弧上任取一点 kx 。作成和数 

( )
1

n

n k k
k

S f x z
=

= ∆∑ ， 

其中 1k k kz z z −∆ = − 。当分点无限增加时，这些弧段长度的最大值趋于 0，如果和数 nS 的极限存在且等于

J，那么称 ( )f z 沿 C (从 a 到 b)可积，并称 J 为 ( )f z 沿 C (从 a 到 b)的积分，并用记号 ( )d
c

f z z∫ 来表示： 

( )d
c

J f z z= ∫ 。 

其中 C 称为积分路径。 
定义 1.5 [7] 整函数是指在整个复平面上都解析的函数。 
定理 1. 

0

1 πcos
2cos dn n nx x

n
∞

 Γ 
 =∫ ， 

0

1 πsin
2sin dn n nx x

n
∞

 Γ 
 =∫ 。 

2. 引理 

为了证明定理 1，需要如下引理。 

引理 3.1 (约当不等式) [8] 当 π0
2

θ< < 时，有
2 sin
π
θ θ θ< < 。 

引理 3.2 [5] 若 ( )1 d
a

f x x
+∞

∫ 与 ( )2 d
a

f x x
+∞

∫ 都收敛， 1 2,k k 为任何常数，则 

( ) ( )1 1 2 2 d
a

k f x k f x x
+∞

+∫  

也收敛，且 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2d d d
a a a

k f x k f x x k f x x k f x x
+∞ +∞ +∞

+ = +∫ ∫ ∫ 。 

引理 3.3 [5] 若函数 f 在 [ ],a b 上可积，那么 ( )f x 在 [ ],a b 上也可积，且 

( ) ( )d d
b b

a a
f x x f x x≤∫ ∫ 。 

引理 3.4 [7] 设 ( )f z 沿曲线 C 连续， 

( ) ( ) ( )
1 2

d d d
c c c

f z z f z z f z z= +∫ ∫ ∫ ， 

其中 C 由曲线 1C 和 2C 衔接而成。 
引理 3.5 [7] 设(1) ( )f z 在单连通区域 D 内连续；(2)在区域 D 内 ( )df ζ ζ∫ 沿任一围线的积分值都为

0。若 ( )zφ 为 ( )f z 在单连通区域 D 内的任一原函数，则有 

( ) ( ) ( )
0

0d
z

z
f z zζ ζ = Φ −Φ∫ ( )Dzz ∈0, 。 

引理 3.6 (柯西积分定理) [9] 被积函数 ( )f z 在单连通区域 z 平面上处处解析，它沿 z 平面上任何闭

曲线的积分为 0。 
引理 3.7 (Gamma 函数的递推公式) [6] ( ) ( )1s s sΓ + = Γ ， 0s > 。 
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引理 3.8 (余元公式) [10] ( ) ( ) π0 1, 1
sin π

s s s
s

< < Γ Γ − = 。 

特别的， 

1 π
2

 Γ = 
 

。 

3. 定理的证明  

证明 设辅助函数 

( ) e
nzf z −= ， 

它是一个整函数。并取如下图的辅助积分路径 RC 。 
 

 
 

记 R RC = + +ΓOR PO ， RΓ = RP 由引理 1 (柯西积分定理)，得 

0
0 e d e d e d e d

n n n n

R R

Rz x z z
C

z x z z− − − −

Γ
= = + +∫ ∫ ∫ ∫PO

。                      (1) 

首先考虑 RΓ 上的积分，记 

e d
n

R

za z−

Γ
= ∫ ， 

因而 

( ) πe cos sin2
0

e d e e e d
ni n n

R

R i R n iR n ina R iR
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
− − −

Γ
= =∫ ∫ 。 

由引理 3.3，得 
π π

cos sin cos2 2
0 0

e e d e d
n n nR n iR n i R nn na iR Rϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ− − −= ≤∫ ∫ 。 

令 
π
2

nϕ θ= − ， 

则 
π π

cos sin cos2 2
0 0

e e d e d
n n nR n iR n i R nn na iR Rϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ− − −= ≤∫ ∫ 。 

由引理 3.1 和引理 3.5，得 

( )
π

2 2π π 2
sin π π2 2

1 10 0
0

π πe d e d e e 1
2 2

n nn nR RR R
n n

R Ra
n n nR nR

θ θθ θ θ
− −− −

− −≤ ≤ = − = − −∫ ∫ 。 

R

P

O
x

2n
π
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当 R →∞时，有 

lim e 1
nR

R

−

→∞
= ， 

因而 

( )1

πlim e 1 0
2

nR
nR nR

−
−→∞

 − − =  
。 

因此当 R →∞时，有 

e d 0
n

R

za z−

Γ
= →∫ 。 

令 nx u= ，有 
1 1 11, d dn nx u x u u

n
−

= = 。 

得 
1 11 1

0 0 0

1 1e d e d e d
nx u un nx u u u u

n n
− −∞ ∞ ∞− − −= =∫ ∫ ∫  

由定义 1.3，得 
1 1

0

1 1 1e du nu u
n n n

−∞ −  = Γ 
 ∫ 。 

令 
π

2e
i

nz x= ， 

则 
π π

2 2d e d , e ,
i in n n nnz x z x z x i= = − = ， 

有 

( )2
π π π

0 0 02 2 2e d e e d e e d e cos sin d
n n

i i i
z ix ix n nn n n

R R R
z x x x i x x− − −= = = −∫ ∫ ∫ ∫

PO

， 

当 R →∞时，(1)式变成 

( )
π

02

1

e cos sin d
i

n nn nx i x x
n∞

 Γ 
 − =∫ ， 

整理得 

π0 0
2

1 1 1 π πcos sin
2 2cos d sin d

π πcos sine 2 2
1 π 1 πcos sin

2 2 ,

n n
i
n

i
n n n n nx x i x x

nn in n n

n n n ni
n n

∞ ∞

      Γ Γ Γ −      
      − = = =

 + 
 

   Γ Γ   
   = −

∫ ∫
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两个代数形式相同的复数，它们的实部和虚部都要对应相等，即得 

0

1 πcos
2cos dn n nx x

n
∞

 Γ 
 =∫ ， 

0

1 πsin
2sin dn n nx x

n
∞

 Γ 
 =∫ 。 

注：当 2n = 时，结论变为 

2
0

1 πcos
2 1 1 π2 4cos d

2 4 2 2 2
x x

∞

 Γ    = = Γ = 
 ∫ ， 

2
0

1 πsin
2 1 1 π2 4sin d

2 4 2 2 2
x x

∞

 Γ    = = Γ = 
 ∫ ， 

这就是熟知的 Fresnel 积分，因此本结论 Fresnel 积分的一种推广。 
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