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Abstract 
Let G be a graph of order n with 4 1 4 4k n k+ ≤ ≤ + , where k is a positive integer. Suppose that 

( )2 G n≥σ , then G contains k independent quadrilaterals. 
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摘  要 

令G是一个顶点数为n的图，满足 4 1 4 4k n k+ ≤ ≤ + ，k是任意正整数。假设 ( )2 G n≥σ ，则图G包含k个独

立的4-圈。 
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1. 引言 

本文中的图都为简单图。令 ( ),G V E 是一个简单图。图 G 的顶点数和边数分别为 G V= 和

( )e G E= 。图G 的一系列子图称为独立的如果任意两个子图在G 中没有公共点。令 1G 和 2G 是G 的子

图。如果 1G 和 2G 在G 中没有公共点，我们定义 ( )1 2,e G G 为 1G 和 2G 之间的边数。令 H 是G 的子图并且

( )u V G∈ ， ( ),N u H 表示 u 在 H 中的邻点。令 ( ) ( ) ( ), , ,d u H e u H N u H= = 。对 G 中子图 U ，令

( ) ( ), ,
u U

N U H N u H
∈

=


，且 ( )G V U   表示 ( )V U 的导出子图。 ( )Gδ 表示图G 的最小度，同时我们定义 

( ) ( ) ( ){ }2 min | , ,G d x d y x V y V xy Eσ = + ∈ ∈ ∉ 。 

我们使用 nC 和 nP 表示分别顶点数为 n 的圈和路。而且 ( )t C 表示圈 C 中弦的个数。对于任意子图

,U R ，我们用符号{ },U R 是表示 ( )G V U R   是最优的，如果任意 ( )G V U R   中子图U U′ ≅ ，R R′ ≅

满足 ( ) ( ) ( ) ( ),t U t U t R t R′ ′≥ ≥ 。 ( )l C 和 ( )l P 分别表示圈C 和路 P 的长度，即 ( )l C C= 和 ( ) 1l P P= − 。 

令 B 是顶点数为 5 的包含两个边不交三角形的图，B 的中心点是度为 4 的点。令 D 是顶点数为 5，由 B
删除一条与中心点相连的边获得的图。 

图的哈密顿圈问题是图论研究中最著名的问题之一。而图中包含指定长度的圈问题则是哈密顿圈问

题的延伸。1963 年，Corrádi 和 Hajnal 给出了如下结论。 
定理 1 [1] 设G 是一个顶点为 n 的图。如果 3n k≥ 并且 ( ) 2G kδ ≥ ，那G 含有 k 个点不交的圈。 
在 2004 年，文章[2]证明了定理： 
定理 2 [2] 设G 是一个顶点为 n 的图，满足 4 1 4 4k n k+ ≤ ≤ + ， k 为正整数。假设 ( ) 2 1G kδ ≥ + ，那

G 含有 k 个独立的 4-圈。 
本文对定理 2 的度条件加以改进，得到如下命题。 
定理 3 设G 是一个顶点为 n 的图，满足 4 1 4 4k n k+ ≤ ≤ + ，𝑘𝑘为正整数。假设 ( )2 G nσ ≥ ，那G 含有

k 个独立的 4-圈。 
其它相关结果在[3]-[5]中有介绍。同时文中其它未见说明的符号请参见[6]。 

2. 引理 

令 ( ),G V E= 是一个顶点数为 n 的图，满足 4 1 4 4k n k+ ≤ ≤ + 。为了证明，我们先使用如下引理。 
引理 1 [2] 令Q 和C 是图G 中两个相互独立的圈，满足 4Q C≅ ， 5C C≅ ， ( ), 11e Q C ≥ 和{ },Q C 是

最优的。假设 ( ) 42G V Q C C⊇  /  ，则存在 1 2 3 4 1Q a a a a a= 和 1 2 3 4 5 1C x x x x x x= ，使得 ( )4 5 , 0e x x Q = ，对任

意 { }1,2,3i∈ 成立{ } ( )1 2 3, , ia a a N x⊆ ， ( )2 4a a E G∈ 。同时，如果 ( )2 , 4e x Q = 则 ( )1 3a a E G∈ 。 
引理 2 [2] 令 1Q ， 2Q 和C 是图G 中三个相互独立的圈，满足 1 4Q C≅ ， 2 4Q C≅ 和 5C C≅ ，并且使

得{ }1 2, ,Q Q C 是最优的。令 1 1 2 3 4 1Q a a a a a= 和 1 2 3 4 5 1C x x x x x x= ，它们满足 ( )1 2 3 1, 11e x x x Q ≥ ，对所有 { }1,2,3i∈

成立 { } ( )1 2 3, , ia a a N x⊆ ，并且 ( ) ( )2 3 2 4 5 2, , 9e a a Q e x x Q+ ≥ 。假设 ( )1 2G V Q Q C    不包含 43C 和

42C B 。则存在 2 1 2 3 4 1Q b b b b b= 满足 ( )2 4b b E G∉ ， { }( ) { }4 5 2 1 3, , ,N x x Q b b⊆ ， ( ) { }2 2 1 2 3,, ,N a Q b b b⊆ 和
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( ) { }3 2 1 3 4, , ,N a Q b b b⊆ 。 

引理 3 [3] 令 1P 和 2P 是图G 中相互独立的两条路，满足 ( )1 1l P = 和 ( )21 2l P≤ ≤ 。如果 ( )1 2, 3e P P ≥ ，

则 ( )1 2G V P P   包含一个 4-圈。 

引理 4 [2] 令 1 2 3, ,Q Q Q 和C 是图G 中四个相互独立的圈，满足 1 2 3 4Q Q Q C≅ ≅ ≅ ， 5C C≅ ，并且使

得{ }1 2 3, , ,Q Q Q C 是最优的。令 1 1 2 3 4 1Q a a a a a= ， 2 1 2 3 4 1Q b b b b b= 和 1 2 3 4 5 1C x x x x x x= 。满足 ( )1 2 3 1, 11e x x x Q ≥ ，

( ) ( )2 3 2 4 5 2, , 9e a a Q e x x Q+ ≥ 和 ( )2 4 3, 15e C b b Q+ + ≥ ，同时成立 { } ( )1 2 3, , ia a a N x⊆ 对任意 { }1,2,3i∈ ，

{ }( ) { }4 5 2 1 3, , ,N x x Q b b⊆ ， ( ) { }2 2 1 2 3,, ,N a Q b b b⊆ 和 ( ) { }3 2 1 3 4, , ,N a Q b b b⊆ 。假设 ( )1 2 3G V Q Q Q C     不

包含 44C 和 43C B ，则存在 3 1 2 3 4 1Q c c c c c= 和{ } { }2 4, ,k fb b b b= 满足 ( )2 4c c E G∉ ， ( ) { }3 1 2 3, , ,kN b Q c c c= ，

( ) { }3 1 3, ,fN b Q c c= ， ( ) ( )1 3, , 5d c C d c C= = 和 ( )2 4 , 0e c c C = 。 

引理 5 [2] 令 1 2 3 4, , ,Q Q Q Q 和C 是图G 中五个相互独立的圈，满足 1 2 3 4 4Q Q Q Q C≅ ≅ ≅ ≅ 和 5C C≅ ，

而且使得{ }1 2 3 4, , , ,Q Q Q Q C 是最优的。令 1 1 2 3 4 1Q a a a a a= ， 2 1 2 3 4 1Q b b b b b= ， 3 1 2 3 4 1Q c c c c c= ， 1 2 3 4 5 1C x x x x x x=

和 { } { }2 4, ,k fb b b b= 。假设 ( )1, 11e C Q ≥ ， ( ) ( )2 3 2 4 5 2, , 9e a a Q e x x Q+ ≥ 和 ( )2 4, 15ke C b C Q+ + ≥ ，满足

{ } ( )1 2 3, , ia a a N x⊆ 对任意 { }1,2,3i∈ ， { }( ) { }4 5 2 1 3, , ,N x x Q b b⊆ 和 ( ) { }2 2 1 2 3, , ,N a Q b b b⊆ ， 

( ) { }3 2 1 3 4, , ,N a Q b b b⊆ ， ( ) { }3 1 2 3, , ,kN b Q c c c= ， ( ) { }3 1 3, ,fN b Q c c= ， ( )1 3 , 10e c c C = 。则 

[ ] { }1 2 3 4 5 _ 4G Q Q Q Q R C⊇    。 
引理 6 [2] 令Q 和C 是图G 中两个相互独立子图，满足 4Q C≅ 和C B≅ 。令 0x 是C 的中心点。如果

( )0, 9e Q C x− ≥ ，则 ( ) 42G V Q C C  ⊇ 。 

引理 7 [3] 令Q 是图G 中一个 4-圈。令 u 和 v 是 ( ) ( )V G V Q− 中两个不相连的点。如果 

( ) ( ), , 5d u Q d v Q+ ≥ ，则 ( ) { },G V Q u v   包含一个 4-圈Q′和一条边 e 满足Q′和 e 是相互独立的，并且 e
是与 u 或 v 相连的。 

引理 8 [2] 令Q 和C 是图G 中两个相互独立的子图，满足 4Q C≅ 和C D≅ 。令 0x 是C 的中心点。

假设 ( )0, 9e Q C x− ≥ ，{ },Q C 是最优的，并且 ( )G V C Q   不包含 42C ， 4 5C C 和 4C B 。则图G 存在

1 1 2 3 4 1Q a a a a a= 和 0 1 2 0 3 4C x x x x x x= ，满足 { }( ) { }3 4 1 3, , ,N x x Q a a⊆ ， ( ) { }2 1 2 3, , ,N x Q a a a⊆ ， 

( ) { }1 1 3 4, , ,N x Q a a a⊆ ， ( )2 4a a E G∉ 和 ( )0 , 0e x Q = 。 
引理 9 [2] 令 1 2,Q Q 和C 是图G 中三个相互独立的子图，满足 1 2 4Q Q C≅ ≅ 和C D≅ 。令 1 1 2 3 4 1Q a a a a a=

和 0 1 2 0 3 4C x x x x x x= ，能够满足 ( )1 0, 9e Q C x− ≥ ， { }( ) { }3 4 1 3, , ,N x x Q a a⊆ ， ( ) { }2 1 2 3, , ,N x Q a a a⊆ ， 

( ) { }1 1 3 4, , ,N x Q a a a⊆ ，以及 ( )2 2 4, 15e Q R a a+ + ≥ 。假设 ( )1 2G V Q Q R    不包含 43C ， 4 52C C 和

42C B 。则存在 2 1 2 3 4 1Q b b b b b= ，满足 ( )2 4b b E G∉ ， ( ) ( )1 2 4 3 2 4, , 7d b R a a d b R a a+ + = + + = ， 

( )4 2 4, 0d b R a a+ + = ，和 ( ) { }2 2 4, iN b R a a a+ + = 对某一 { }2,4i∈ ，并且如果 2i = 则 ( )2 2a x E G∉ ，如果

4i = 则 ( )4 1a x E G∉ 。 

3. 定理的证明 

令G 是一个顶点数为 n 的图，满足 4 1 4 4k n k+ ≤ ≤ + 和 ( )2 G nσ ≥ ，其中 k 是一个正整数。假设G 不

含 k 个独立的 4-圈。我们假设 4G xy kC+ ⊇ 对任意一对不相连的点 x 和 y 。令 4 1m n k= − − ，则 0 3m≤ ≤ 。

为了证明，我们先证明下列断言。 
断言 1 ( ) 41G k C B⊇ −/  。 

证明：假设 ( ) { }4 1 2 11 , , , ,kG k C B Q Q Q C−⊇ − =  ，满足C B≅ 。令 0 1 2 0 3 4 0C x x x x x x x= 和 0x 是C 的中
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心点。容易看出 ( )( )( )0

1

1
, 8k

ix V C x i
d x G V Q m−

∈ − =
− ≤ +∑ 

否则 ( )1
41

k
ii

G V Q C−

=
− ⊇


。因为 ( )1 4x x E G∉ ，

( )2 3x x E G∉ ，则 ( ) ( )1
0 1
, 2 8 8 1 1k

ii
e C x Q n m k−

=
− ≥ − − > − +


。这表明存在 4-圈 iQ 满足 ( )0 , 9ie C x Q− ≥ 。根

据引理 6， ( ) 42iG V Q C C  ⊆  ，矛盾。 

根据图 G 的选择， G 包含 1k − 个独立 4-圈。令 1 2 1, , , kQ Q Q − 为 1k − 个 4-圈。我们断言

( )1
51

k
ii

G V Q P−

=
− ⊇


。反之，假设G 有 1k − 个独立 4-圈 1 2 1, , , kQ Q Q − ，满足 ( )1

1

k
ii

G V Q−

=
−


含有一条阶为

4的路 P 。我们选择 1 2 1, , , kQ Q Q − 和 P 使得 ( )1
1

k
ii t Q−

=∑ 尽可能大。令
1

1

k
ii

H Q−

=
=


， ( )M G V H P= −  和

( )t V M= 。因此1 4t≤ ≤ 。令 1 2 3 4P x x x x= 满足 ( )4 , 1d x P = 。令 ( )0x V M∈ 。由于 0 5P x P+ ⊇/ ，我们可以

知道 ( )0 , 1d x P ≤ 。所以 ( )0 ,d x P M t≤ 。因为 ( )0 4x x E G∉ ，则 

( ) ( ) ( )0 4, , 1 4 1 4 1 3d x H d x H n t k t t k+ ≥ − − ≥ + − − ≥ − + 。这表明存在 4-圈 iQ ，不失一般性设 1iQ Q= ，满

足 ( ) ( )0 1 4 1, , 5d x Q d x Q+ ≥ 。根据断言 2 [2]，同样可以得到如下结论： 

断言 2 图G 包含 1k − 个独立 4-圈 1 2 1, , , kQ Q Q − ，满足 ( )1

1

k
ii

G V Q−

=
−


含有一条阶为 5 的路。 

我们选择 1k − 个独立 4-圈 1 2 1, , , kQ Q Q − ，使得 ( )1

1

k
ii

G V Q−

=
−


含有一条阶为 5 的路。并且在此基础上，

令 ( )1
1

k
ii t Q−

=∑ 尽可能大。我们断言 ( )1

1

k
ii

G V Q−

=
−


含有一个子图 P 满足 5P = 和 ( ) 5e P ≥ 。假设 ( ) 4e P = 。

令 1 2 3 4 5P x x x x x= 。令
1

1

k
ii

H Q−

=
=


， ( )M G V H P= −  和m M= 。则我们有 ( )5
1 , 8 2ii d x P M m
=

≤ +∑  。

因为 ( )1 5x x E G∉ ，则 ( ) ( )1 5d x d x n+ ≥ ，设 ( )1 2d x n≥ 。因为 ( )2 4x x E G∉ ， ( )3 5x x E G∉ ，所以

( ) ( ) ( )5
1, 8 2 5 2 8 2 10 1 1iie P H d x m n m k
=

≥ − − ≥ − − > − +∑ 。根据断言 3 [2]，可以获得如下结论： 

断言 3 存在 1k − 个独立 4-圈 1 2 1, , , kQ Q Q − ，使得 ( )1

1

k
ii

G V Q−

=
−


含有一个阶为 5，边数至少是 5 的

子图。 
断言 4 ( ) 4 51G k C C⊇ −  。 

证明：根据断言 3，存在 1k − 个独立 4-圈 1 2 1, , , kQ Q Q − ，使得 ( )1

1

k
ii

G V Q−

=
−


含有一个阶为 5，边数

至少是 5 的子图C 。令 ( ) ( )1

1

k
ii

M G V Q V C−

=
= − −



和 M m= 。如果C D≅/ ，令 x 和 y 是C 的两个不同端

点。则 ( ) ( ), , 1d x M d y M m+ ≤ + ，否则 ( ) 4G V C M C  ⊇ 或者 ( ) 5G V C M C  ⊇ 。因为 ( )xy E G∉ ，

因此 ( ) ( ) ( )1 1

1 1
, , 1 2 4 1 2k k

i ii i
d x Q d y Q n m k− −

= =
+ ≥ − − − ≥ − +

 

。我们可以假设 ( ) ( )1 1, , 5d x Q d y Q+ ≥ 。根据

引理 7， ( ) { }1 4 2,G V Q x y C P⊇    满足恰有一点 x 和 y 是 2P 的端点。因此 ( )1 4G V Q C C D  ⊇  。所

以，我们选择 1 2 1, , , kQ Q Q − 和C ，使得C D≅ 和 ( )1
1

k
ii t Q−

=∑ 尽可能大。 

令 0 1 2 0 3 4C x x x x x x= 。因为 ( )G V C M   不含 4 5,C C 和 B ，我们可知如果 ( ), 2d y C ≥ 对 ( )y V M∈ ，

则 ( ) { }3 4, ,N y C x x= 。因此 ( ), 2e C M m≤ ，并且因为 ( )2 4x x E G∉ 和 ( )1 3x x E G∉ ，所以 

( ) ( )1
0 1
, 2 7 2 8 1 3k

ii
e C x Q n m k−

=
− ≥ − − ≥ − +


。我们可以假设 ( )0 1, 9e C x Q− ≥ 。根据引理 8，令 

1 1 2 3 4 1Q a a a a a= ，满足 { }( ) { }3 4 1 1 3, , ,N x x Q a a⊆ ， ( ) { }2 1 1 2 3, , ,N x Q a a a⊆ ， ( ) { }1 1 1 3 4, , ,N x Q a a a⊆ ，和 

( )0 1, 0e x Q = ， ( )2 4a a E G∉ 。因此 

( )( ) 1, 4 3 3 10 2 20 2x V C d x Q C M m m
∈

≤ + + + + = +∑   。 

令 ( ) { }2 4,C G V C a a+ =    。显然， ( ) ( )2 4, ,N a M N a M φ= ，否则 ( )1 42G V Q C M C  ⊇   。因此
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我们看出 { }( )2 4, ,e a a M m≤ 。所以， 

( )( ) 1, 20 2 4 2 26 3x V C d x Q C M m m m+∈
≤ + + + + = +∑   。 

因为 ( )3 2x a E G∉ ，所以 ( ) ( )3 2d x d a n+ ≥ 。如果 ( )3 2d x n≥ ，则 ( ), 2 7 2e C G n n n n n+ ≥ + + + = 因

为 ( )0 4x x E G∉ ， ( )1 2x a E G∉ ， ( )2 4x a E G∉ 。如果 ( )2 2d a n≥ ，则 ( ), 7 2e C G n+ ≥ 因为 ( )0 4x x E G∉ ，

( )1 3x x E G∉ ， ( )2 4x a E G∉ 。因此 ( ) ( ) ( )1

2
, 7 2 26 3 14 2 11 2 2k

ii
e C Q n m k m−+

=
≥ − + = − + +



。我们可以假设

( )2, 15e C Q+ ≥ 。根据引理 9，我们一定有 ( )0 1, 9e C x Q− = ， ( )2, 15e C Q+ = 。令 2 1 2 3 4 1Q b b b b b= ，满足

( )2 4b b E G∉ ， ( ) ( )1 3, , 7d b C d b C+ += = 。不失一般性，我们假设 ( )2 2b a E G∈ 和 ( )2 2a x E G∉ 。令 

1 3 3 4 11Q a x a x a′ = ， 1 0 1 2 12Q b x x x b′ = ， 4 3 2 2 3 4I b b a b b a= 和 1 2H C Q Q=   。显然， ( ) ( )1 1t Q t Q′ > 和 ( ) ( )2 2t Q t Q′ > 。

很容易验证 ( ) ( )4 4, ,N b M N a M φ= 否则 ( ) 4G V I M C  ⊇ ， ( ) 43G V H M C⊇   。因此 

{ }( )4 4, , 9e b a H M m≤ + 和 ( )4 4a b E G∉ 否则 I B≅ ， B 的中心点是 3b 。总之， 

{ }( ) ( )1
4 4 3
, , 9 4 3 4k

ii
e b a Q n m k−

=
≥ − − ≥ − +



。我们可以假设 { }( )4 4 3, , 5e b a Q ≥ 。根据引理 7，设 3Q 存在一

个点 0z 满足 ( )0 4z a E G∈ 和 ( )3 0 4 43Q G V Q z b C′ = − +  ≅ ，使得 ( ) ( )3 3 1t Q t Q′ ≥ − 。所以 

( )1 2 3 43G V Q Q Q C C D  ⊇     满足 ( ) ( )3 3

1 1 iii i
t Q t Q

= =
′ >

 

，矛盾。断言成立。 

断言 5 存在 1k − 个独立的 4-圈 1 2 1, , , kQ Q Q − 和C 满足 5C C≅ ，使得 ( ) ( )1

1

k
ii

G V Q V C−

=
− −


包含一条

顶点数为 m 的路。 

证明：根据断言 4，我们选择 1 2 1, , , kQ Q Q − 和C 使得 ( ) ( )1

1

k
ii

M G V Q V C−

=
= − −



包含一条最长的路。

在此基础上，令 ( )1
1

k
ii t Q−

=∑ 尽可能大。假设 mM P⊇/ 。则 2m ≥ 。令 ( ) { }1 2, , mV M x x x= 满足如果 M 有一条

边是 ( )1 2x x E G∈ 。因此 ( )1 mx x E G∉ 。由于 ( ) 4G V C M C⊇  /  ，我们可得 ( ), 2d x C ≤ 对所有的 ( )x V M∈

成立。因为 ( )1 mx x E G∉ 所以 ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1
, , 5 4 1k k

i m ii i
d x Q d x Q n k m− −

= =
+ ≥ − ≥ − +

 

。我们假设 

( ) ( )1 1 1, , 5md x Q d x Q+ ≥ 。根据引理7， ( ) { }1 1 4 2, mG V Q x x C P  ⊇   ，因此必然有 3m = 。令 1 1 2 3 4 1Q a a a a a= 。

首先假设 ( )3 1, 3d x Q ≥ ，不失一般性说{ } ( )1 2 3 3, ,a a a N x⊆ 。则 ( )2 4a a E G∈ 因为 ( ) ( )3 1 2 3 3 1t x a a a x t Q≤ 。所

以 ( )1 1, 0d x Q = ，矛盾。 

假设 ( )3 1, 2d x Q ≤ 和 ( )1 1, 3d x Q ≥ 。令{ } ( )1 2 3 1, ,a a a N x⊆ 。则{ } ( )1 3 3 1, ,a a N x Q⊆/ 和 

{ } ( )2 4 3 1, ,a a N x Q⊆/ ，否则 ( ) 4 3G V C M C P  ⊇   。注意到 ( )1 1, 4d x Q = ，我们假设 ( )2 3a x E G∈ 。可以

断言 ( )4 3a x E G∉ 。否则，则 ( )2 4a a E G∈ 因为 ( ) { } { }1 1 3 4 2 1 1 2 3 1 4 3, ,G V Q x x C P x a a a x a x   ⊇ =  和 

( ) ( )1 1 2 3 1 1t x a a a x t Q≥ 。这表明 ( )3 1, 1d x Q = 和 ( )1 1, 4d x Q = 。我们有 ( )3 2x a E G∈ 并且 ( )3 1, 2d x Q ≥ ，矛盾。

因此 ( )3 4x a E G∉ 。由于 { } ( )1 3 3 1, ,a a N x Q⊆/ ，我们看出 ( )2 3a x E G∈ 。这很容易看出 ( )2 1, 2d x Q ≤ 因为

( )1 4 3G V Q M C P⊇  /   。则 ( ) ( ) ( )1 1
2 32 2
, , 9 4 2 3k k

i ii i
d x Q d x Q n k− −

= =
+ ≥ − = − +

 

因为 ( )2 3x x E G∉ 。我们可

以假设 ( ) ( )2 2 3 2, , 5e x Q d x Q+ ≥ 。令 2 1 2 3 4 1Q b b b b b= 。相似地，我们可以假设 { } ( )1 2 3 2, ,b b b N x⊆ 和

( )2 3b x E G∈ 。所以 ( )1 2 4 32G V Q Q M C P  ⊇   。断言成立。 

根据断言 5，令 ( ) { }4 5 1 2 11 , , , , ,m kG k C C P Q Q Q C L−⊇ − =  满足 5C C≅ 和 mL P≅ ，使得 ( )1
1

k
ii t Q−

=∑ 尽

可能大。很容易得到 ( ) { }, min 4,2e C L m≤ 否则 ( ) 4G V C L C  ⊇ 。令 1 2 3 4 5 1C x x x x x x= 。我们可以得到
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( ) { } ( )1

2
, max 5 2 4 10,5 2 2 10 10 17 2 10 1 3 2k

ii
e C Q n n m k k−

=
≥ − − − − ≥ − ≥ − +



因 为 ( ) ( )1 3d x d x n+ ≥ ，

( ) ( )2 4d x d x n+ ≥ 和 ( ) ( )3 5d x d x n+ ≥ 。我们假设 ( )1, 11e C Q ≥ 。取 ( )1 1H G V C Q=    。则 1H 不包含 42C

和 4C B 。令 1 1 2 3 4 1Q a a a a a= 。根据引理 1，假设 ( )4 5 1, 0e x x Q = ，{ } ( )1 2 3, , ia a a N x⊆ 对任意 { }1,2,3i∈ ，

并且 ( )2 4a a E G∈ 。令 { }1 2 3 4 5, , ,W a a x x= 。 

我们断言存在 ( )2 1iQ i k≤ ≤ − 满足 ( )1, 9ie W Q ≥ 。假设断言不成立，显然 ( )
1 1, 16x W d x H

∈
≤∑ 。当

( )1, 3e W L t= ≤ ，因为 ( )2 4a x E G∉ ， ( )3 5a x E G∉ ，则 ( ) ( )1
1 2
, 2 16 8 2 1k

ii
e W Q n t k−

=
≥ − − ≥ − +



。我们假设

存在 iQ 满足 ( )1, 9ie W Q ≥ 。因此我们假设 ( )1, 4e W L ≥ 。根据断言 6 [2]， 3m = 。令 ( )11W W V L′=  和

1 2 3L y y y= 。则 ( )
1 1, 16 4 4 4 28x W d x H L′∈

≤ + + + =∑  。我们可以得到 ( ) ( )1 3d y d a n+ ≥ 因为 ( )1 3y a E G∉ 。

如果 ( )1 2d y n≥ ，则 ( )1, 7 2e W G n′ ≥ 因为 ( )2 2y a E G∉ ， ( )3 4y x E G∉ ， ( )5 3x a E G∉ 。如果 ( )3 2d a n≥ ，

则 ( )1, 7 2e W G n′ ≥ 因为 ( )2 2y a E G∉ ， ( )3 5y x E G∉ ， ( )1 4y x E G∉ 。因此 

( ) ( )1
1

2
, 7 2 28 14 1 14k

ii
e W Q n k−

=
′ ≥ − = − +


。根据断言 6 [2]，下列断言成立： 

断言 6 存在 ( )2 1iQ i k≤ ≤ − 满足 ( )1, 9ie W Q ≥ 。 

根据断言 6，我们假设 ( )1 2, 9e W Q ≥ 。令 ( )2 1 2H G V H Q=    。根据引理 2，令 2 1 2 3 4 1Q b b b b b= 满足

( ) { }2 2 1 2 3, , ,N a Q b b b⊆ ， ( ) { }3 2 1 3 4, , ,N a Q b b b⊆ ， { }( ) { }4 5 2 1 3, , ,N x x Q b b⊆ 和 ( )2 4b b E G∉ 。再令 

[ ]1 4 1 2 1 4, , ,G a a x x J C⊇ ≅ ， [ ]1 4 2 3 2 4, , ,G a a x x J C⊇ ≅ ， 3 1 1 2 3 1J a x x x a≅ ，并且 ( )1 , 4i j i jG V Q a x J C − + ⊇ ≅ 
对{ } { }, 1, 2,3i j ⊆ 。 

取 ( ) { }2 2 4,W V C b b=  。根据 ( )1 2, 9e W Q ≥ ，我们假设 ( )1 1, 4d b W = ，同时令 { } { }2 3, ,a a a aα β = 和

{ } { }4 5, ,r sx x x x= ，满足 ( )2, 3d a Qα = 和 ( )2 2,rd x Q = 对某一 { }2,3α ∈ 和 { }4,5r∈ 。我们已知 

( ) { }, min 4,2e C L m≤ 对 ( ) 4G V C L C⊇  /  。如果 ( ) ( )2 4, ,z N b L N b L∈  ，则 

( ) { }2 4 3 2 3 4 1 2 4 3 13 , ,G V H L C J zb b b z b a a a b  ⊇ = ，矛盾。则 ( ) ( )2 4, ,N b L N b L φ= ，因此 

( ) ( )2 4, ,d b L d b L m+ ≤ 。我们可以得到 ( ) { }2 , min 3 , 4 2e W L m m≤ + 。 

断言 7 ( )1, 1id b Q ≤ ， ( ), 1id b C ≤ 对 2,4i = 和 { } { }( )1 3 1 3, , , 0e x x b b = 。 

证明：首先，假设 ( )1, 2id b Q ≥ 对某一 { }2,4i∈ 。显然可以得到 

( ){ }2 4 1 1 2 3 1 2 33 , ,j i r i r j jH C G V Q a b x b b b x a x x x a+ ⊇ = − +  ，矛盾。因此 ( )1, 1id b Q ≤ 对任意 { }2,4i∈ 。接下来，

假设 ( ), 1id b C ≥ 对某一 { }2,4i∈ 。如果{ } ( )1,j j ix x N b+ ⊆ 对某一 { }1,2j∈ ，则 

{ }2 4 1 1 1,3 1 2 33 , ,i j j i r i rH C b x a x b J x b b b x+ +⊇ = ，矛盾。因此{ } ( )1 2, ix x N b⊆/ ，同时类似的，{ } ( )2 3, ix x N b⊆/ 。

则{ } ( )1 3, ix x N b⊆ ，并且 { }2 4 1 1 2 3 1 2 3,3 ,i i r i rH C Q b x x x b x b b b x+⊇ = ，矛盾。因此 ( ), 1id b C ≤ 对任意 { }2,4i∈ 。

最后，假设 { } { }( )1 3 1 3, , , 0e x x b b > 。设 ( )1 ix b E G∈ 对某一 { }1,3i∈ 。如果 ( )4 ix b E G∈ ，令 

[ ]2 3 2 2 4 5 4, , , ,iG a a b b b J C+ ⊇ ≅ 根据引理 3。所以 { }2 4 2 5 1 5 43 , , i iH C J J b x x x b⊇ ⊇ ，矛盾。因此 ( )4 ix b E G∉ 。

则 3i = 因为我们假设 ( )1 1, 4d b W = 。这表明 ( ) ( )2 2 3 2, , 3d a Q d a Q= = ，并且 ( )5 2, 2d x Q = 对 ( )1 2 9,e W Q ≥ 。

因此 { }2 4 2 1 3 4 3 1 1 2 2 1 4 5 12 , ,H C B J x b b a x b a b b x x b⊇ = ，矛盾。因此断言成立。 

根据断言 7，我们知道 ( )1 2 3 2, 4e x x x Q ≤ ， ( ) ( )2 2 4 2, , 8d b H d b H+ ≤ 和 ( )5
21 , 10 12 8 30ii d x H

=
≤ + + =∑ 。

由于 C 不包含 4C ，我们有 ( )1 3x x E G∉ 和 ( ) ( )1 3d x d x n+ ≥ 。如果 ( )1 2d x n≥ ，则 ( )2 7 2,Ge W n≥ 对

( )2 4b b E G∉ ， ( )2 4x x E G∉ 和 ( )3 5x x E G∉ 。如果 ( )3 2d x n≥ ，则 ( )2 7 2,Ge W n≥ 对 ( )2 4b b E G∉ ，
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( )1 4x x E G∉ 和 ( )2 5x x E G∉ 。因此 

( ) { } ( )1
2 3
, max 7 2 38 3 ,7 2 38 2 4 14 3 1k

ii
e W Q n m n m k−

=
≥ − − − − − > − +



。 

不失一般性，我们假设 ( )2 3, 15e W Q ≥ 。根据引理 4，令 3 1 2 3 4 1Q c c c c c= 和{ } { }2 4, ,k fb b b b= ，能够满足

( )2 4c c E G∉ ， ( ) { }3 1 2 3, , ,kN b Q c c c= ， ( ) { }3 1 3, ,fN b Q c c= ， { }( )1 3, , 10e c c C = ， { }( )2 4, , 0e c c C = 。 

令 ( ) { }3 2,kW V C b c=  和 ( )3 2 3H G V H Q =   。由于 ( ) { }, min 2 ,4e C L m≤ ，我们有 

( ) { } { }5
31 , min 30 2 10,30 4 10 min 40 2 , 44ii d x H L m m

=
≤ + + + + = +∑  。我们可以估计 

( ) ( )3 2 3, ,kd b H L d c H L+  。我们已知 ( )3, 1 2 3 1 7kd b H ≤ + + + = 。如果 ( )2 1, 2d c Q ≥ ，则 

( )1 2 6 4iG V Q a c J C− + ⊇ ≅   对某一 { }1,2,3i∈ 。因此 { }3 4 2 6 1 2 3 4 1 4 3 44 , , ,i iH C Q J a x x x a x c c c x⊇ = ，矛盾。因

此 ( )2 1, 1d c Q ≤ 和 ( )2 3, 6d c H ≤ 。如果 ( ) ( )2, ,kz N b L N c L∈  对 ( )z V L∈ ，则 

( ) { }3 4 1 3 2 1 1 2 3 1 1 34 , , ,k r f rG V H L C Q zb c c z c x x x c x b b b x  = ⊇ ，矛盾。得到 ( ) ( )2, ,kN b L N c L φ= 。所以 

( ) ( )3 2 3, , 13ke b H L e c H L m+ ≤ +  。并且 ( ) { }
3 3, min 53 3 ,57 2x W d x H L m m

∈
≤ + +∑  。由于C 不包含 4C

和 ( ), 1kd b C ≤ ，我们有 ( )1 3x x E G∉ 和 ( ) ( )1 3d x d x n+ ≥ ，设 ( )1 2d x n≥ 。显然，表明 

( ) { } ( )1
3 4
, max 7 2 53 3 ,7 2 57 2 14 4 1k

ii
e W Q n m n m k−

=
≥ − − − − > − +



。 

我们可以假设 ( )3 4, 15e W Q ≥ 。根据引理 5， ( )3 4 45G V H Q C  ⊇  。定理证明完毕。 
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