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Abstract 
This article deals with an inverse problem of determining a continuous linear source term in the 
two dimensional convection-diffusion equation by using the variational adjoint method. A varia-
tional identity connecting the known data with the unknown is established based on an adjoint 
problem, and the conditional uniqueness to the inverse source problem is proved by the approx-
imate controllability to the adjoint problem under the condition that the inverse solution can keep 
orders locally. 
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摘  要 

本文应用变分伴随方法研究二维对流扩散方程中确定线性连续源项的一个反问题，并基于正问题的伴随

问题，建立了一个联系已知数据与未知边界流量的变分恒等式，进而利用对伴随问题的近似控制，在反

问题的解满足局部保序性的条件下，证明反问题解的唯一性。 
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1. 引言 

近年来，大气污染及雾霾问题成为社会关注的焦点。对于大气污染物组分构成、积聚过程与运移规

律的研究具有重要的科学意义。运用对流扩散模型模拟和分析主要污染物的迁移扩散行为是一种有效的

研究方法。对于实际的对流扩散问题，模型中往往有一些未知且不易直接测量得到的物理参数，如扩散

的初始分布、扩散系数、以及反映物理/化学规律的源项系数等。这时，利用部分观测数据，形成一个合

理的反演问题，则有可能以较小的代价，准确地确定那些未知的模型参数。这是一类抛物型方程的系数

反问题[1] [2]。 
上世纪 70 年代始，数学物理反问题研究蓬勃发展，基于算子半群理论、Sobolev 空间理论与 Green

函数的不动点方法是研究反问题解的存在唯一性的主要方法。此外，以极值原理、Carleman 估计等为理

论基础的分析方法也是构建反问题条件适定性的有效方法[3] [4] [5] [6] [7]。另一方面，通过引入正问题

的伴随问题建立已知数据变化与未知函数改变的变分恒等式，进而探讨反问题的条件适定性的方法逐渐

受到关注[8]-[13]。这类研究方法不依赖于正问题解的表达式，也不需要进行复杂的估计，而是主要利用

变分恒等式与伴随问题的近似可控性理论，被称之为变分伴随方法。文[14]对于一般抛物型方程系数反问

题的唯一识别问题，介绍了这种研究方法的应用过程。文[15]应用这类方法讨论了一维对流弥散方程的源

项系数反问题，但其中关于反演解的唯一性证明有纰漏。 
本文考虑矩形域上一个二维对流扩散方程的源项反问题。这里的源项反问题是指，当源项具有时空

变量分离的线性连续形式时，利用部分边界观测数据确定空间依赖的源项系数。文中将应用变分伴随方

法，建立联系已知数据与未知源项系数的变分恒等式，进而利用对伴随问题的近似控制，在反问题的解

满足局部保序性的条件下，证明其具有条件唯一性。 

2. 正问题与反问题 

2.1. 正问题 

对于给定的 0T > 及 1 2, 0l l > ，记 ( ) ( )1 20, 0,l lΩ = × 及 ( )0,T TΩ = Ω× 为研究区域，且 Γ为Ω 的边界。

考虑二维对流扩散方程： 

( ) ( ), , , , ,t x Tu D u vu s x y t x y t− ∆ + = ∈Ω ，                        (2.1) 

其中 ( ), ,u u x y t= 表示污染物的时空浓度， xx yyu u u∆ = + ， 0D > 是扩散系数， 0v > 是污染物沿着 X 轴方

向的对流速度， ( ), ,s x y t 是线性源/汇项。通常情况下，该源项具有变量分离的形式 ( ) ( ) ( ), , ,s x y t f x y tλ= ，
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其中 ( ) 0tλ > 为时间依赖的衰减因子， ( ),f x y 为空间依赖的源强度。 
初边值条件给定为 

( ) ( ), , 0 0, ,u x y x y= ∈Ω，                              (2.2) 

及 

( ) ( ), , , , , 0u g x y t x y t T
Γ
= ∈Γ < < 。                          (2.3) 

对于上述初边值问题(2.1)~(2.3)，如果所有的模型参数及初边值条件等都是已知的且满足相容性条

件，则根据抛物型方程的正则理论，它是一个适定的定解问题，且在 TΩ 上存在唯一解。这里我们忽略关

于正问题(2.1)~(2.3)的有关结论，主要考虑确定空间依赖的源项强度 ( ),f f x y= 的反问题。 

2.2. 反问题 

假设区域Ω中出现了某种持续性污染现象，且污染物主要由区域内的连续源项产生，而其强度未知。 
不妨设区域的左边界 { }1 20,0x y lΓ = = ≤ ≤ 为可观测边界，且可测量通过该边界的污染物流量，即有

附加数据： 

( ) ( ) ( ]
1

1, , , 0,u h y t y t T
υ Γ

∂
= ∈Γ ×

∂
，                           (2.4) 

其中υ表示边界 1Γ 上的单位外法向量，则由(2.4)联合(2.1)-(2.3)形成一个确定源项强度函数 ( ),f f x y= 的

反问题。 
记 ( ]1 1 0,T TΓ = Γ × 。设 ( ){ }2

2:ES f L f E= ∈ Ω ≤ 为源项强度函数的容许集，其中 0E > 为一个正常

数。则对于任意 Ef S∈ ，正问题有唯一解，记为 ( ) ( ), ,u f x y t 。联系到附加数据条件，定义映射

( ) ( )2 2
1: TG L LΩ → Γ ： 

[ ] ( ) ( ) ( )
1

1: , , , TuG f f h y t y t
υ Γ

∂
= = ∈Γ
∂

。                         (2.5) 

据此，反问题(2.1)~(2.4)可以化为算子方程(2.5)的求解问题。从数值求解的角度，该反问题又可转化

为如下带正则化的极小问题 

[ ]{ }2 2

22
min

Ef S
G f h fα

∈
− + ，                              (2.6) 

其中 0α > 是正则参数。本文主要考虑该反问题解的唯一性问题，数值求解模拟研究结果将另文再表。 
为此，下述关于齐次热传导方程的边界可控性结论是有用的。 
引理 1 [16]设 mRΩ ⊂ 为有界开区域，其边界 ∂Ω分片光滑。令W 为所有允许的边界函数ω ：

( )0,T R∂Ω× → 的集合， A 为 ( )0,T∂Ω× 的任意非空子集。对于 Wω∈ ，记 ( ) ( ) ( ) ( )2; : 0,u u T Lω⋅ = ⋅ → Ω

是下述初边值问题的解： 

0

0,
0,

.

t

t

u u
u
u ω

=

∂Ω

 − ∆ =
 =
 =

                                     (2.7) 

则对于给定的 ( )2Lψ ∈ Ω 及 0ε > ，存在一个支集在 A 中的控制函数 *ω 使得 

( )
( )2

*;
L

u T ω ψ ε
Ω

− < 。 

成立。 
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引理 1 的结论对于一般的抛物型方程也是成立的。该引理说明对于一个齐次的线性热传导过程，终

值时刻的分布可以由边界值近似控制。 

3. 反问题解的唯一性 

3.1. 变分恒等式 

下面，先建立一个联系已知数据函数和未知函数的变分恒等式。 
定理 1 设 ( ) ( ) ( )2, 1, 2if x y L i∈ Ω = ，且 ( ) ( ), ,i iu u f x y t= 是对应于 ( ),if x y 的正问题(2.1)~(2.3)的解，

而 [ ] ( ) ( ), 1, 2i iG f h y t i= = 是 1Γ 上的流量观测数据，则有变分恒等式 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]( ) ( )
1

* *
1 2 1 2, , d d d , d dT

T
t f f g x y t x y t D G f G f g y t y tλ ϕ

Ω Γ
− = −∫ ∫ ，          (3.1) 

其中 ( ) ( ) ( )* * , ,g g x y tϕ ϕ= 满足下述伴随问题 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ]
( ) [ ]

*
1

1

0, , , ,

, , 0, , ,

, , , , 0, ;
, ,

0, , \ , 0, .

t x T

t T

D x y t

x y t x y

g y t x y t T
x y t

x y t T

ϕ ϕ νϕ

ϕ

ϕ

=

Γ

+ ∆ + = ∈Ω


= ∈Ω


 ∈Γ ∈ =  ∈Γ Γ ∈

                       (3.2) 

且 ( )* * ,g g y t= 为可控制的边界输入函数。 
证明记 1 2U u u= − ，则有 

( ) ( )1 2

0

,
0,

0,

t x

t

U D U vU t f f
U
U

λ

=

Γ

 − ∆ + = −
 =
 =

                           (3.3) 

及附加数据 

1

1 2
U h h
ν Γ

∂
= −

∂
。                                  (3.4) 

取试验函数 ( ), ,x y tϕ ϕ= ，分别乘以(3.3)的第一个方程的两边，并在 TΩ 上积分，有 

( ) ( ) ( )1 2d d d d d d
T T

t xU D U vU x y t t f f x y tϕ λ
Ω Ω

− ∆ + = −∫ ∫ 。 

对上式左边各项分部积分，利用(3.3)中的零初边值条件，可得 

[ ] ( ) ( )

( ) ( )
0

1 2

d d d , , , , d d d d d

d d d
T

T

T
t x

UU D x y t U x y T x y T x y D x y t

t f f x y t

ϕ ϕ νϕ ϕ ϕ
ν

λ

Ω Ω Γ

Ω

∂
+ ∆ + + +

∂
= −

∫ ∫ ∫ ∫

∫

。       (3.5) 

令 ( ), ,x y tϕ ϕ= 是伴随问题(3.2)的解，则联系到条件(3.4)式，由(3.5)式即得(3.1)式。由于伴随问题(3.2) 
的解由边值函数 ( )* ,g y t 所确定，其解记为 ( )*gϕ 。定理证毕。 

3.2. 条件唯一性 

唯一性是反问题理论研究的重要方面，更是反问题研究中的一个关键问题。对于所考虑的反问题，

借助变分恒等式(3.1)及引理 1，本节证明若未知的源强度函数在某个小区域内具有严格的保序性，则该反

问题的解必是唯一的。这就是所谓的条件唯一性。 
定理 2 在定理 1 的条件下，设(A1)： ( ) [ ]( )0,t C Tλ ∈ 且 ( ) [ ]0, 0,t t Tλ > ∈ ；(A2)：存在 0 0M > 及某
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个子区域 0Ω ⊂ Ω，使得 ( )
0

1 2 0 0f f M
Ω

− ≥ > 成立，则必有 ( ) ( ) ( )1 2 1, , , , Th y t h y t y t≠ ∀ ∈Γ 。 

证明 反证法。假设 ( ) ( )1 2, ,h y t h y t= ， ( ) 1, Ty t∀ ∈Γ ，即 [ ] [ ]1 2G f G f= 。则由恒等式(3.1)可知 

( ) ( ) ( ) ( )*
1 2 , , d d d 0

T
t f f g x y t x y tλ ϕ

Ω
− =∫ 。                       (3.6) 

记 

( ) ( ) ( ) ( )*
1 2 0

, , d d d
T

I f f t g x y t t x yλ ϕ
Ω

 = −   ∫ ∫ 。                     (3.7) 

取 [ ]0,T 的一个剖分 

0 1 10 N Nt t t t T−= < < ⋅ ⋅ ⋅ < < = ， 

并记 1, 1, 2, ,i it t t i N−∆ = − = ⋅ ⋅ ⋅ ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2*

1 2 1
0

, , d d
N

i i
i

I f f t g x y t t x y M tλ ϕ
−

Ω
=

 = − ∆ + ∆  
∑∫ ，                (3.8) 

其中 ( )2
1M t∆ 表示截断误差， 1 0M > 是正常数。注意到条件 ( )* 0

t T
gϕ

=
= ，这里略去了 i N= 时的项。 

由定理条件(A2)可知，存在Ω 上的非负可积函数 ( ) ( ) ( )
( )

0

0

, , , ;
,

0, , \ .
r x y x y

x y
x y

ξ
 ∈Ω=  ∈Ω Ω

，其中 ( ),r x y 是 0Ω

上的严格非负光滑函数。于是得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 2 1 2, , d d , , d d : 0f f x y x y x y f f x y r x y x y Mξ
Ω Ω

− = − = >∫ ∫ 。           (3.9) 

再由定理条件(A1)，可构造Ω 的 2L 可积函数序列 

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )

( )

0

0

,
, , ,

, , 0,1, , 1
0, , \ ,

ii i

r x y
x y

tV x y x y t i N
x y

λξ λ


∈Ω= = = ⋅ ⋅ ⋅ −
 ∈Ω Ω

。 

注意到伴随问题(3.2)是倒向的适定问题，由引理 1 可知，通过适当选取边界函数 ( )* ,g y t ，伴随问题

在 1Nt t −= 时的解 ( ) ( )*
1, , Ng x y tϕ − 可与目标函数 ( )1 ,NV x y− 任意接近。以此类推，在每一个子区间 [ ]1,i it t − 上

都有可控的边界输入，使得对任意的 0ε > ，有 

( ) ( ) ( )
( )

( )
2

2

*

1 2

, , , , 1, , 0i i L
L

Mg x y t V x y i N
f f

εϕ
λΩ

∞ Ω

− ≤ = − ⋅ ⋅ ⋅
−

。             (3.10) 

基于(3.8)式及(3.9)式，利用基本不等式及
1

1
0

N

N
i

t t
−

−
=

∆ =∑ ，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2*
1 2 1

0

1 2*
1 2 1

0

1 2*
1 1 2 1

0

, , d d

, , , , d d

, , , d d

N

i i
i

N

i i
i

N

N i i
i

I f f t g x y t t x y M t

f f t g x y t x y x y t x y M t

Mt f f t g x y t x y t x y M t

λ ϕ

λ ϕ ξ ξ

λ ϕ ξ

−

Ω
=

−

Ω
=

−

− Ω
=

 ≥ − ∆ − ∆  

 = − − + ∆ − ∆  

 ≥ − − − ∆ − ∆  

∑∫

∑∫

∑∫

。      (3.11) 

注意到 ( ) ( ) ( ), ,i ix y t V x yξ λ= ，对上式右端中间项，利用(3.10)式及 Cauthy-Schwartz 不等式，成立估

计 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
*

1 2
0

1
*

1 2
0

1
*

1 2 2 20

1

, , , , d d

, , , d d

, , ,

N

i i
i

N

i i
i

N

i i
i

N

f f t g x y t x y x y t x y

f f g x y t V x y x y t

f f g x y t V x y t

M t

λ ϕ ξ ξ

λ ϕ

λ ϕ

ε

−

Ω
=

−

∞ Ω
=

−

∞
=

−

 − − + ∆  

 ≤ − − ∆ 

≤ − − ∆

≤

∑∫

∑ ∫

∑

。            (3.12) 

即有 

( ) ( )2
1 11 NI Mt M tε −≥ − − ∆ 。                            (3.13) 

可知，只要 ε 及 t∆ 充分小，则必有 0I > 。这与(3.6)式矛盾。定理证毕。 

4. 结论 

本文对于二维对流扩散方程由部分边界测量数据确定空间依赖源项的反问题，在源函数满足局部保

序性的条件下，应用变分伴随方法证明了源项解的唯一性。这种方法的核心是利用伴随问题建立一个联

系已知数据与未知函数的变分恒等式，进而通过对伴随问题解的控制进行分析证明。 
文中结果对于一般高维有界区域也是成立的，同时也可以应用这种方法建立这类反问题的条件稳定

性，这是下一步要考虑的一个主要工作。 
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