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Abstract 
Diffusion of atoms in the materials can cause stress, and the produced and/or intrinsic stress may 
influence the diffusion process, which is more pronounced in the thin films. In this paper, some 
common diffusion and stress models are summarized and the diffusion equations under stress are 
deduced based on the thermodynamics. The diffusion profiles with different stress models are 
then simulated by the finite difference method. 
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摘  要 

扩散会产生应力，而产生的或内禀的应力又会影响扩散，这在薄膜材料中表现的尤为突出。本文介绍了

常见的几个扩散模型和应力模型，并通过热力学的方法推导出了应力条件下的扩散方程。随后采用有限

元差分方法模拟了不同应力模型下的扩散分布。 
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1. 引言 

在工业生产和实际应用中，很多物理化学过程都与物质扩散密切相关，如固溶体的形成、相变、固

相反应、材料表面处理、半导体掺杂等。在薄膜系统中，薄膜与基底之间由于热膨胀系数不同，或者成

分不均匀，会引起应力；应力会引起扩散的改变。这对材料的物理性能有很大的影响，特别是对于一些

有害物质的扩散、聚集或者与其他物质发生反应，会对设备的运行安全和使用寿命产生很大的影响，比

如，氢致金属脆化[1] [2]，渗碳腐蚀[3]等现象。 
研究扩散现象，还可以解决很多实际问题，比如：寻找 Cu 与 Si 之间的最佳的扩散阻挡层[4]，防止

两者相互扩散形成化合物而导致半导体器件短路；促进半导体扩散工艺的优化[5]；以及缓解锂电池电解

过程中造成的体积膨胀效应[6]，等等。因此，研究应力与扩散的关系，建立合理的扩散模型，至关重要。 
研究扩散现象的方法为多学科交叉[7]。在连续模型中，涉及连续介质力学和热力学，而相对应的原

子模型，则涉及固体物理或者晶体学，这两者可以通过统计力学作为桥梁进行连接。连续模型一般采用

有限元差分法进行计算，而原子模型则采用分子动力学或者量子力学。 
本文分别对扩散、应力以及扩散应力相耦合的相关理论模型进行了综述。首先介绍了扩散和应力的

研究意义和方法，随后介绍了扩散的连续模型和原子模型，接着介绍了几个常见的应力模型。通过热力

学理论推导出了应力与扩散相耦合作用下的扩散方程，并对不同应力模型下的扩散进行了模拟。最后对

扩散和应力的模型进行总结和展望。 

2. 扩散 

2.1. 连续模型 

1855 年，德国生理学家阿道夫·菲克(Adolf Eugen Fick, 1829~1901) [8]归纳了格雷厄姆(Thomas 
Graham, 1805~1869)的实验数据[9]，并引入扩散系数的概念，将扩散现象用与热学中傅立叶定律(或电学

中的欧姆定律)类似的数学式表达， 
CJ D
x

∂
= −

∂
                                    (2.1) 

2

2
C CD
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
                                    (2.2) 

方程(2.1)称为菲克第一定律，方程(2.2)称为菲克第二定律，又称为扩散方程。其中， ( )2 1kg m sJ − −⋅ ⋅

是 x 方向上的物质通量，即单位时间 t 单位面积流过的原子质量； ( )3kg mC −⋅ 是物质浓度； ( )2 1m sD −⋅ 是

扩散系数，菲克认为， D 是与自身特性有关的常数。负号表示扩散向着浓度减小的方向。由菲克定律扩

散可以看出，只要存在浓度差，扩散就会持续进行，直至达到完全混合，整体平均浓度为 eqC 。图 1 是

蔗糖分子在水中的扩散最终达到均匀分布的过程的示意图。 
1896 年，英国冶金学家威廉·钱德勒·罗伯茨–奥斯汀爵士(Sir William Chandler Roberts-Austen, 

1843~1902)将菲克等人的工作从流体扩展至固体的扩散。他通过实验，得出不同温度和时间下，Au 在液

体 Pb 和固体 Pb 中扩散浓度随深度的剖面图[10]。随后，斯凡特·阿伦尼斯(Svante Arrhenius, 1859~1927)
给出如下扩散系数与温度的关系式[11] 
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( )0 exp BD D Q k T= −                                 (2.3) 

上式也称为 Arrhenius 定律。其中，Q 是扩散的激活能， ( )23 11.38 10 J KBk − −= × ⋅ 是玻尔兹曼常数，T 是绝

对温度， 0D 是指前因子。图 2 是杂质(Ge, Cu)在单晶 Al 中的扩散系数[12]。由图中可以看出，不同金属

杂质在基体中的扩散系数的依赖不同，在 500℃的典型值 10 2~ 10 cm s− 。一般情况下，将式(2.3)两边取对

数，则 

0
1ln ln

B

QD D
k T

 = − + 
 

 

 

 
(a) 糖放在水中                     (b) 溶解：分子扩散                         (c) 均匀分布 

Figure 1. Diffusion of sucrose molecules in water 
图 1. 蔗糖分子在水中扩散示意图 

 

 
Figure 2. Linear (left) and Logarithmic (right) coordinates of impurity (Ge, Cu) diffusion in Al 
图 2. 线性坐标(左)和对数坐标(右)下，杂质(Ge, Cu)在单晶 Al 中的扩散系数与温度的关系 
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于是，ln D 与1 T 是线性关系(图 2 右)。其中斜率包含激活能Q 的信息。通过获取的Q 值，可以验证

扩散机制。一般情况下，直接替位扩散( A B↔ )所需激活能最大，间隙扩散次之，而空位扩散所需激活

能最小。 
至此，方程(2.1)~(2.3)称为扩散连续模型，此后很多结果都建立在这个基础之上[13]。扩散模型建立

的目的是研究扩散原子在晶体中的分布状况，首先要解出扩散原子浓度C 随位置 x 和时间 t 的变化关系，

即 ( ),C x t 。方程(2.2)的解有误差函数解，高斯函数解等[14] [15]： 

( ) 0, 1 erf
2

xC x t C
Dt

  = −  
  

                             (2.4) 

( )
2

, exp
4π

M xC x t
DtDt

 
= − 

 
                              (2.5) 

这两种解法是由于边界条件不同，其中方程(2.4)的误差函数解是，表面焊料的扩散浓度随深度的变

化[16]。其中， 0C 是初始浓度。 ( )erf x 称为误差函数[17]，其定义为： ( ) 2

0

2erf e d
π

x zx z−= ∫ ，误差函数

的值可以通过误差函数表给出。方程(2.5)的高斯函数解，又称为薄膜解。其中，M 是 0x = 处的初始的物

质质量。图 3 给出了误差函数解和高斯函数解的图像[18] [19]。 
然而，随着实验现象不断发现，这两个解与实验数据有很大的偏差，这时，人们对开始菲克定律进

行修正，认为扩散系数 D 是一个与浓度C 有关的变量，称为互扩散系数 ( )D C ，则方程(2.2)改写为 

( ) ( ) ( ) 22

2

d
d

D CC C C CD C D C
t x x C xx

∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = = +   ∂ ∂ ∂ ∂∂   
                    (2.6) 

 

 
Figure 3. Gaussian function solution (left) and Error function solution (right) of the diffusion equation 
图 3. 扩散方程的高斯函数解(左)和误差函数解(右) 
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显然，方程(2.6)是二阶非线性偏微分方程，对于任意与浓度相关的 ( )D C ，通常不可能得到它的解

析解。做出贡献的是，统计物理学家路德维希·玻尔兹曼(Ludwig Boltzmann, 1844-1906)。他在方程(2.6)
中引入新的变量[20] 

2
x

t
λ =                                      (2.6a) 

公式(2.6a)也称为玻尔兹曼变换。采用该变换后，菲克第二定律可以改写为 

( )d d d2
d d d
C CD Cλ
λ λ λ

 − =   
                               (2.6b) 

对扩散偶采用初始条件( LC C=  for 0, 0x t< =  and RC C=  for 0, 0x t> = )，则每一组元C∗ 的互

扩散系数可以由下式给出 

( )
( )
( )

d1
2 d d

L

C
MC

C

x x C
D C

t C x

∗

∗

∗
−

= −
∫

                              (2.7) 

Mx 表示俣野面[21] (Matano plane)的位置它表示，在某时刻 t ，流经此面的质量平衡，即流入质量

等于流出质量， 

d dM M

L R

C C

C C
x C x C=∫ ∫                                   (2.8) 

MC 表示俣野面上浓度。一般情况下，随着扩散的进行，俣野面会发生迁移，如图 4 所示。 
基于式(2.7)和(2.8)的玻尔兹曼–俣野方法，使我们可以在不同温度T 中得到 ( )C x 中提取出扩散系数

( )D C 。在通过式(2.3)即可求得，扩散系数–温度的关系 D T−  [22] [23]。 
 

 
Figure 4. Matano plane drifting during diffusion (dash line is the Matano plane) 
图 4. 扩散过程中，俣野面迁移示意图(其中虚线表示俣野面的位置) 
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常见的扩散系数测量方法有：毛细法，转盘法[24]，电化学方法[25]，光干涉法，放射性同位素法，

Taylor 分散法，核磁共振法[26]，电子显微探针法[27]等。 

2.2. 原子模型 

扩散的本质是原子的随机运动。1827 年罗伯特·布朗(Robert Brown)发现悬浮在液体中的花粉颗粒在

做无规则的、不间断的运动[28]，我们称之为“布朗运动”。1889 年法国科学家路易斯·乔治斯·古伊

(Louis Georges Gouy, 1854~1926) [29]研究了不同颗粒在不同液体中的布朗运动。他发现，布朗运动与外

力无关，而且在黏滞流体中并不激烈。但是，在 1900 年以前的科学加并没有能够从定量上描述布朗运动

[30]。直到 1905 年爱因斯坦[31]和 1906 年斯莫鲁霍夫斯基[32]分别发表了理论上分析布朗运动的文章，

这个问题才有所进展。 
1905 年，阿尔伯特·爱因斯坦(Albert Einstein, 1879~1955)提出扩散系数 D 、温度T 、溶质粒子半径

r 与粘度系数η之间的关系 

1
6πBD k T

rη
=                                    (2.9) 

方程式(2.9)称为斯托克斯–爱因斯坦关系， 6π rη 是斯托克斯力。更一般地，爱因斯坦关系式写为 

BD Bk T=                                      (2.10) 

其中 B 是迁移率，表示单位作用力下的速度。方程式(2.10)也称为爱因斯坦–斯莫鲁霍夫斯关系式。 
1906 年，波兰分子统计物理学家玛丽安·斯莫鲁霍夫斯基(Marian von Smoluchowski, 1872~1917)与

爱因斯坦建立了布朗运动的统计理论，该理论认为布朗运动实际上代表一种随机涨落现象，涨落可以解

释为，原子与布朗颗粒碰撞，并推动其前进[31]。该理论在 1908 年被法国物理学家让·巴蒂斯特·皮兰

(Jean Baptiste Perrin)用实验证实[33]。 
1920 年和 1921 年，奥匈化学家乔治·卡尔·冯·赫维西(Georg Karl von Hevesy, 1885~1966)第一采

用同位素标记法分别研究液态 Pb [34]与固态 Pb [35]中的自扩散问题。自扩散与原子跳动频率的关系为 

21
6

eq
VD fa Z Cω=                                    (2.11) 

其中，Z 是扩散原子近邻的位置数； f 是相关系数，通常 1f < 。a 是相邻格点的间距，即晶格常数。 eq
VC

是热平衡时原子的空位浓度，ω 是原子进入空位的几率，分别用如下式子表示 

( )expeq F
V BC G k T= −  and ( )0 exp M

Bv G k Tω = −                     (2.12) 

其中， 0v 是原子跳跃的频率。 F F FG H TS= − 表示空位形成能，包含形成焓 FH 和形成熵 FS ；
M M MG H TS= − 是空位迁移能，同理，也包含熵和焓。将式(2.12)代入式(2.11)中，并化简 

( ) ( ) ( )2
0 0

1 exp exp exp
6

F M F M
B B BD fa Zv S S k H H k T D Q k T   = + − + = −            (2.13) 

式(2.13)与式(2.5)一致，其中， F MQ H H= + 称为扩散激活能。 

实验上的另一个突破来自美国冶金学家欧内斯特·柯肯达尔[36] (Ernest Kirkendall, 1914~2005)。在

20 世纪 40 年代，人们普遍认为金属中的原子扩散是通过换位机制或者环形机制。这就意味着，二元合

金中各成分的扩散速率相同。但是，柯肯达尔发现，在黄铜(Cu + 30wt.%Zn)与纯铜组成的扩散对中，Zn
向外扩散的速度比 Cu 向内扩散的速度快，最好的证明，就是钼丝移动。该现象导致了空位机制的出现，

在 1948 年由 Darken [37]给出理论分析。 
1951 年，人们发现，原子沿晶界扩散的速度比在晶格中的扩散速度快，系数之比甚至达到 5 个数量
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级[38]。同年，费舍[39]和特恩布尔[40]分别开始了对晶界扩散的定量研究。这在多晶特别是纳米晶体，

薄膜或者多层膜器件中起重要作用。 

2.3. 热力学分析 

菲克第一定律认为扩散的结果导致浓度梯度的减小，成分分布趋于均匀。然而，并非所有的扩散过

程都是如此，物质可以从低浓度区向高浓度区扩散，扩散的结果提高了浓度。例如，Sn 在 Cu 单晶中的

偏析[41] [42] [43]，以及某些合金固溶体调幅分解形成的溶质原子富集区[44]等，这种扩散称为“上坡扩

散”或“逆向扩散”。从热力学分析可知，扩散的驱动力是化学势梯度
x
µ∂
∂

，由此不仅能解释通常的扩

散现象，也能解释“上坡扩散”等反常扩散现象[45]。 

在热力学中，化学势 iµ 表示每个 i 原子的亥姆霍兹自由能，也称为偏摩尔自由能，即 i
i

F
n

µ
 ∂

=  ∂ 
， in

是组元 i 的原子数。原子所受的驱动力 iX 可从化学势对距离求导得到： 

i
iX

x
µ∂

= −
∂

                                   (2.14) 

式中，负号表示驱动力与化学势下降的方向一致，也就是扩散总是向化学势(能量)减小的方向进行，即在

等温等压条件下，只要两个区域中 i 组元存在化学势差 iµ∆ ，就能产生扩散，直至 0iµ∆ = 。 
在化学势的驱动下，扩散原子在固体中沿给定的方向运动时，会受到固体中溶剂原子的阻力，阻力

与扩散速度成正比。当溶质原子扩散加速到其受到的阻力等于驱动力时，溶质原子的扩散速度就达到了

它的极限速度，也就达到了原子的平均扩散速度，即扩散原子的速度等于溶质原子的速度。原子的平均

扩散速度υ正比于驱动力 X： 

BXυ =                                     (2.15) 

比例系数 B 为迁移率，见公式(2.10)。扩散通量可以等于扩散原子的质量浓度与其平均速度的乘积： 

i iJ Cυ=  

由此可得 

i
i i i i iJ C B X C B

x
µ∂

= = −
∂

 

利用爱因斯坦关系(2.10)，即可得 

i

B

DCJ
k T x

µ∂
= −

∂
                                  (2.16) 

定义浓度分数 

1

i
i n

i
i

Cc
C

=

=
∑

 

在理想溶液模型中，化学势可以写为： 
0 lni i B ik T cµ µ= +                                 (2.17) 

其中， 0
iµ 称为标准化学势，即 ( )0i Tµ = 。 lnB ik T c 表示由于温度升高，粒子重新排布引起的熵的增加，

从而化学势的变化。将(2.17)代入(2.16)得菲克第一定律，即公式(2.2)。
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3. 应力 

几乎所有的金属和无机非金属薄膜都处于应力状态。应力来源于两部分，分别是热应力和内应力。

热应力是由于衬底与薄膜之间的热膨胀系数不同而引起的。内应力是薄膜在沉积过程中，扩散时质量前

移导致晶格畸变以及缺陷不断累积的效果[46]。这个过程会引起横向应力的变化，也称为扩散致应力。扩

散致应力最早发现于固态半导体装置的研究中[47]。当结构中物质扩散产生的应力足够大时，会产生位错，

影响掺杂原子的分布，进而对半导体结构的性能产生一定的影响。因此，很多研究者通过模拟来分析结

构中质量迁移产生的应力及其分布。 
Prussin [48]最早提出了扩散致应力的概念。他认为，固体中浓度梯度引起的应力，与无受力固体中

温度梯度引起的应力类似，都有一个线性应变系数，即 
cε β= −                                      (3.1) 

其中， ε 是应变， β 是膨胀系数， c表示此时的浓度。同时，他还给出了厚度为 2a 的薄板中扩散致应力

的表达式 

( ) ( )3
3d d

1 2 1 2 1
a a

yy zz a a

cY Y Yxc x cx x
v a v a v

β β βσ σ
+ +

− −
= = − −

− − −∫ ∫                (3.2) 

Li [49]对一些简单形状(薄板，圆柱，球形)进行试验，并给出了(3.1)式中的膨胀系数值， 3Vβ = ，

其中，V 为摩尔体积。 
Larch 和 Cahn [50] [51] [52]建立了固体结构中局部扩散通量和由于多相存在或者不均匀分布产生的

应力之间的关系，以此为基础的理论预测模型可用于定性，在某些情况下可以定量描述上坡扩散问题。

他们给出的厚度为 L 的薄板应力表达式[53] 

( ) ( ) ( )* * *
0 0 030 0

12
1 2d d

2
L L

yy zz ij

Lx
LY c c c c x c c x x

L L
σ σ η

  −     = = − − − − − − − 
  
  

∫ ∫       (3.3) 

其中， 0 0

1 d
L

c c x
L

∗ = ∫ 表示扩散组元 i 在薄膜内的平均成分， L 表示薄膜厚度，Y 表示薄膜的杨氏模量。η

是一个系数，与式(3.2)中的 β 一致。由此，式(3.2)与式(3.3)一致。括号中的第三项表示薄板自由端的弯

曲情况，如果考虑镀在衬底上的薄膜，则可以将其忽略。 
考虑浓度分布为误差函数分布情况下应力的演变情况，如图 5 所示。可以看出，扩散导致的正应力

是压应力，应力大小与浓度差成正比；同时，应力沿扩散方向经历从压应力到拉应力的过度，且在浓度

差较大的区域处于受压状态，而在浓度差比较小或者无浓度差的区域受拉。同时，随着时间的推移，扩

散浓度趋于均匀，扩散应力可以近似为线性应力。可以推测，当 t →∞ 时，扩散应力将趋于零，金属内

部达到完全的无应力膨胀状态[54]。 
1999 年，Gao 等人[55] [56]研究直接镀在衬底上的金属多晶薄膜的晶界扩散，发现扩散过程中会形

成与裂纹类似的楔形晶界。在他们的模型中，假设晶界平行于 x 轴方向，由于质量迁移产生的应力效果

类似于在与 x 轴垂直的方向上，某个ξ 处插入沿 x 轴方向的位错[57]。楔形的插入，晶格收到挤压，引起

垂直晶界方向的应力变化，邻近原子沿晶界扩散，其作用相当于产生一个沿晶界方向的正向牵引，如图 6
所示。 

由此，薄膜中的应力可以表示为 

( ) ( ), ,gb x bE K xσ ξ ξ∗=                               (3.4) 
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Figure 5. Error function diffusion profiles (left) and corresponding stresses (right) at different times 
图 5. 不同时间点误差函数浓度分布(左)以及与之对应的扩散应力分布(右) 

 

 
Figure 6. The geometry of a crack-like grain-boundary wedge 
图 6. 裂纹状晶界楔形示意图 

 
其中， b 是与位错有关的柏氏矢量， E∗ 是有效弹性模量，其表达式为 

( )24π 1
YE

v
∗ =

−
 

这里，Y 是各向同性杨氏模量，v是泊松比。 ( ),K x ξ 是 Kernel 函数，当系统中只有一个楔形的时候，

比如双晶体系[58] 

( )
( ) ( )

2

2 3
1 1 6 4, x xK x

x x x x
ξ

ξ ξ ξ ξ
= + − +

− + + +
                       (3.5) 
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对(3.4)进行积分，即得到仅沿 x 轴方向的应力，表达式为 

( ) ( ) ( )
0 0

,
, , dgb

w t
x t E K x

ξ
σ σ ξ ξ

ξ
∞∗ ∂

= +
∂∫                          (3.6) 

其中， 0σ 是初始应力， w ξ∂ ∂ 是位错密度， h 是金属膜的厚度。假设 0 0σ = ，图 7 分别给出了位错密度

随宽度变小( ( )21 ,1 ,1 1 1w ξ ξ ξ ξ∂ ∂ = − − − + )，变大( ( )2, ,1 1w ξ ξ ξ ξ∂ ∂ = + )以及不变( 1w ξ∂ ∂ = )情况下，

晶界应力随深度的变化。 
无论 ξ∂∂ /w 随宽度如何变化，扩散引起的正应力为压应力，并且，沿着扩散方向经历从受压到拉伸

状态。 
2003 年，陈永翀等人基于流体力学的基本概念和方法，推导建立了描述固体互扩散生长的普适方程

[59]，讨论了应力与扩散的相互关系[60]，区别了体积生长和界面生长[61]，并给出了固态反应周期层片

的理论描述[62] [63]。普适方程为： 

[ ]

[ ]
1

div

div div

i
i i

n

i i i
i

t

M

ρ ρ

=

∂
= − +

∂

= − Ω∑

J u

u J
                              (3.7) 

式中， ( )3kg miρ
−⋅ 是组元 i 的密度， ( )2 1kg m si

− −⋅ ⋅J 是组元 i 的扩散通量， ( )1m s−⋅u 是原子的速度，

( )3miΩ 是原子 i 的有效体积， ( )kgiM 是原子质量。原子的速度 u可由互扩散区域的内的惰性标记近似

测定，散度 ( )1div s−u 等价于体积生长率。他给出的扩散应力为 

2 div
3

N f
Bk T d

G ZDGb b
σ   =      

u                              (3.8) 

式中 ( )2 1m sD −⋅ 是扩散系数， ( )MPaG 是剪切模量， b 是位错的柏格斯矢量， d 是晶格常数， Z 是一个

无量纲常数， f 和 N 为待定指数。 

2005 年，Jay Chabraborty [64]基于 Larhe-Cahn 理论，针对置换固溶体严格推导建立了非静水应力扩

散模型，并以 Pd-Cu 和 Au-Ni 二元扩散偶为例数值模拟了非静水压和自应力下所发生的特殊扩散现象。

Chabraborty 采用误差函数型应力，应力梯度仅局限在薄膜的界面区域，其描述为 

0
1 2erfyy zz

XR
W

σ σ σ − = = ×  
 

                           (3.9) 

其中， 0σ 表示应力参考量(取 600 MPa)，R 表示应力相对参考应力的相对大小，X 表示无量纲化位置，W
表示界面处的控制参量，W 越小，界面处应力梯度越大。图 8 中给出了当应力为误差型时，其值随深度

的变化。其中，左图为W 不变(= 0.05)，R 变化(= −10，−5，0，5，10)时，应力的演化情况；右图为 R 不

变(= 5)，W 变化(= 0.01，0.03，0.05，0.1，0.2)时，应力随深度的变化情况。 
2010 年，Moskalioviene 等人[65] [66] [67]根据 Onsager 理论[68]模拟计算了 N 在渗氮铁中发生应力致

间隙扩散导致的深度剖面，很好的与实验数据相吻合。他们采用的应力为[69] 

( ) ( )( )1
Ex C C x
v

βσ = −
−

                              (3.10) 

其中， E 是杨氏模量， v是泊松比，C 是平衡浓度， β 是 Vegard 常数。在奥氏体中， 21.2377 10β −= × ，

200.4 GPaE = ，， 0.33v = ，则应力为 ( ) ( )33.7 10 MPac xσ = × 。浓度引起的应力为压应力，大约是 GPa

量级[70] [71]。由于固体中应力的缓解，可以简化成线性应力 
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Figure 7. The variation of the grain boundary stresses with depth as the dislocation density decreases 
(left) and increases (right) 
图 7. 位错密度随宽度减小(左)和增大(右)情况下，晶界应力随深度的变化 

 

 
Figure 8. Different error type stresses (Left: W = 0.05, R = −10, −5, 0, 5, 10; Right: R = 5, W = 0.01, 
0.03, 0.05, 0.1, 0.2) 
图 8. 误差型应力随深度的变化(左图 W = 0.05，R = −10，−5，0，5，10；右图 R = 5，W = 0.01，
0.03，0.05，0.1，0.2) 
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( ) ( )200x c xσ = −                                  (3.11) 

迄今，还没有一个统一有效的扩散致应力模型。 

4. 应力对扩散的影响 

固体内质点的受力情况，可以用一个应力张量 ijσ 表示。而应力张量又可以分为，静水应力和非静水

应力(图 9)。 ijσ 可以写为 

xx xy xz

ij yx yy yz

zx yz zz

σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ σ

 
 

=  
 
 

 

假设物体仅受正应力，则应力张量中除了对角线上的值，其他值都为零，即 

0 0
0 0
0 0

xx

ij yy

zz

σ
σ σ

σ

 
 =  
 
 

 

静水应力是应力球张量，即各个面所受的应力相同，其作用效果是质点体积改变，常用于流体和部

分可压缩固体。静水应力条件下，应力张量可以写为 
3

1

1
3 ii

i
σ σ

=

= ∑                                    (4.1) 

非静水应力是应力偏张量，每个面受力不同，其作用效果将使质点发生形状畸变。基本上认为所有

受力固体均为非静水应力系统。非静水应力条件下，应力张量 ijσ 至今还没有统一的表达式【见第 3部分】。 
下面给出应力条件下的化学势的推导过程： 
应力条件下，亥姆霍兹自由能(Helmholtz free energy) ( ), ,ijF S cε 的微分形式表示为 

d d d dij
ij

F F FF S V c
S c

ε
ε

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

                             (4.2) 

 

 
Figure 9. Sketch of solid under hydrostatic pressure (left) and non-hydrostatic pressure (right). 
The arrow indicates the direction of pressures and the density of arrow represents the pressure 
value 
图 9. 固体受静水应力(左)与非静水应力(右)示意图。其中，箭头方向表示受力方向，箭

头密度表示力的相对大小 
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其中， ( )1
2ij i j j iu x u xε = ∂ ∂ + ∂ ∂ 是应变张量，S 是熵， 0i ic ρ ρ= 是组元 i 的摩尔浓度分数，其中 iρ  (摩

尔数/体积)是摩尔浓度， ( )3
0

1
mol m

n

iρ ρ= ∑ 。
1

n

i i
i

V cV
=

= ∑ 是单位摩尔混合物体积， iV 是组元 i 的摩尔体

积。 
在化学平衡条件下，系统的能量最小 d 0F = 。同时必须满足熵值守恒 d 0S =  (4.2-1)，原子守恒 d 0c =  

(4.2-2)。采用拉格朗日乘数法求解约束条件(4.2-1)和(4.2-2)下的系统平衡问题，解出 

c
FM

F
S
FT

ij
ij

∂
∂

=

∂
∂

=

∂
∂

=

ε
σ  (平衡态下，均为常数)                           (4.3) 

其中，M 是原子的扩散势，假设系统中有 A、B 两种原子，则 AB A BM µ µ= − ，若只有 A 原子(或者更特

殊情况下，A 也是空位)，即 B 原子为空位时， iM µ= 。 
将(4.3)代入式(4.2)中，有 

d d d dij ijF T S V M cσ ε= + +                              (4.4) 

将 ij ijF Vσ ε− 写成全微分形式，并联立(4.4)式，对变量 , ijc σ 满足麦克斯韦关系 

. .

1

ij

ij

ijconst c const

M
c Vσ

ε
σ

= =

 ∂  ∂
= −     ∂ ∂                               (4.5) 

系统的总应变 ijε 可以写成[72]  

klijkl
c
ijij s σεε −=                                   (4.6) 

这里， c
ijε 是应力为零时，浓度从 0c 变化到 c产生的应变；第二项表示浓度为 c，在应力 ijσ 作用下的

应变。 ijkls 是弹性柔性系数，为四阶张量。假设系数 ijkls 与浓度的关系可以忽略，并定义化学膨胀系数张

量 ijη  [73]，则 

.ij

c
ij

ij

const
c

σ

ε
η

=

 ∂
=   ∂                                   (4.7) 

立方材料中， c
ijε 各向同性，此时 ij ijη ηδ= 。对于二元立方材料，η与组元的偏摩尔体积 i

i

VV
c

 ∂
= ∂ 

相

关， 

03
i j

ij

V V
V

η
−

=  

将式(4.6)和(4.7)代入(4.5)，并进行积分。在各向同性情况下，求解应力 ijσ 对扩散势 BAM 的影响 

( ) ( ) ( ){ }, 0,BA ij BA ijM c M c V Trσ η σ= −                          (4.8) 

其中 ( )0,BAM c 是无应力条件下的扩散势，即 ( ) ( ) ( )0, 1BA B AM c c cµ µ= − − ；假设系统受到静水应力，即 

3ijTrσ σ=                                     (4.9) 
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则(4.8)式可以改写为 

( ) ( ) ( ) ( ), ,B B B A A Ac c V c c Vµ σ µ σ µ σ µ σ− + = − +                   (4.10) 

式(4.10)即为应力作用下的平衡态方程。假设方程左右两边等于一个常数，并假设这个常数为零。则有 

( ) ( ),i i ic c Vµ σ µ σ= −                               (4.11) 

采用固溶体模型，即 ( ) ( )0 ln ,i i i i ic RT c V i A Bµ µ σ= + − = ，代入方程(4.11)，则组元 i 处于浓度为 ic ，

应力为 ijσ 条件下的化学势为 

( ) ( )0, ln ,i i i i ic RT c V i A Bµ σ µ σ= + − =                       (4.12) 

上式代入式(2.16)，得到包含浓度和扩散应力的扩散通量表达式 

c DVcJ D
x RT x

σ∂ ∂
= − +

∂ ∂
                               (4.13) 

定义广义扩散系数： 

1 VcD D
RT c

σ ∂
= − ∂ 


 

将式(4.13)写成菲克第一定律的形式，即 
cJ D
x
∂

= −
∂


 

由菲克第二定律可得到瞬态的扩散方程 
2 2

2 2
c c DV c DVcD
t RT x x RTx x

σ σ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂∂ ∂
                        (4.14) 

更一般地，驱动力是扩散势的梯度，则 

( )1
1 ijV c c cJ D

RT c x
ση ∂−  ∂

= − − ∂ ∂ 
                          (4.15) 

同理，瞬态扩散方程为 

( ) ( )
2 2

2 21 2 1c c DV c DVD c c c
t RT x x RTx x

η σ η σ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − − −

∂ ∂ ∂∂ ∂
                 (4.16) 

如果考虑应力影响扩散的同时，造成原子的积累或者空位的积累，此时形成 Gao 模型中的楔形部分，

应力得到缓解[74]。假设楔形宽度为 w，薄膜扩散区宽度为 δ，则瞬态扩散方程为 

( ) ( ) ( )2 2
1

2 2
A A B B B AB B

B A
D C D C V D D VC Cw D D

t RT RT x xx x
σ σδ − + −∂ ∂∂ ∂ ∂

= − + +
∂ ∂ ∂∂ ∂

         (4.17) 

( ) ( ) ( )2 2

2 2
B A A B A B B AB B B

A B B A
D D C C V V D C D CC C CD C D C

t RT RT x xx x
σ σ− +∂ ∂ ∂∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

该模型是否能成功应用于扩散现象的研究，仍有待实验证实。 

5. 应力作用下扩散的模拟 

5.1. Cahn 应力模型下的模拟 

由【第 4 部分】推导出的扩散通量表达式为， 
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( )1DV c ccJ D
x RT x

η σ−∂ ∂
= − +

∂ ∂
                             (5.1) 

Larche 和 Cahn 的应力模型为， 

( ) ( )30 0

0
12 21 d 2 d

xx

L L
yy

zz yy

x L
Y c c x c x L x

L L

σ

σ η

σ σ

=


− = − ∆ − ∆ − ∆ −  
 

= 

∫ ∫                  (5.2) 

先对应力求导，则 

( ) ( )3 0

122 2 d
LijTr cY c x L x

x x x L
σσ η

∂∂ ∂ = = − + ∆ − ∂ ∂ ∂ ∫                       (5.3) 

将上式代入公式(5.1)，则 

( ) ( ) ( )
2 2

3 0

2 1 24 1
1 2 d

LYc c Yc ccJ D V DV c x L x
RT x RTL

η η − −∂
= − + + ∆ −  ∂ 

∫                (5.4) 

于是，瞬态扩散方程为 

( ) ( ) ( ) ( )
22 2 22

2 3 0

2 1 2 1 2 24 1 2
1 2 d

LYc c Y c Y cc c cD V DV DV c x L x
t RT RT xx RTL

η η η − − −∂ ∂ ∂ = + + + ∆ −   ∂ ∂∂   
∫     (5.5) 

引入无量纲参量 

0
0 02

0

2, , , ,Vx DtX T K S Y c
L RTL

ησ σ σ η
σ

= = = = =                         (5.6) 

考虑镀在刚性衬底上的薄膜，则忽略(4.5)式中的第三项，于是(4.5)式可以改写为 

( ) ( )
22

21 1 1 2c c cKc c K c
T XX
∂ ∂ ∂ = + − + −    ∂ ∂∂  

                         (5.7) 

边界条件为 
1 for 0 0.5
0.5 at 0.5
0 for 0.5 1

c X
c X
c X

= ≤ ≤
 = =
 = ≤ ≤

                                (5.8) 

采用有限差分方法进行计算，结果如图 10 所示。从图中可以看出，随着时间的推移，应力更趋平缓

并趋向于零。同时，在应力作用下，浓度剖面更加平缓，即应力作用下，更快达到平衡。 

5.2. Gao 应力模型下的模拟 

同理，对于式(4.16)和(4.17)，引入无量纲参量 
2, , , ,B B BW w S k T X x L T D t L L E k Tδ σ δ ∗= = Ω = = = Ω               (5.9) 

则无量纲扩散方程为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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2 2

2 2

2 2

2 2
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1 1

1
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∂
=

∂∫

           (5.10) 
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Figure 10. The evolution of stress at different times (number of time steps: 100, 1000, 5000, 10,000) 
(left) and the concentration under stress and stress free (right, number of time steps: 10,000) 
图 10. 不同时刻(时间步数分别为 100，1000，5000，10,000)的应力演化情况(左)，以及

应力对浓度的影响(对应时间步数为 10,000) 
 

 
Figure 11. The calculation dependencies of the dimensionless GB concentration (CB), the 
normal GB stress (S), and the width of the wedge (W) on the penetration depth along the GB 
for φ = 0.1 and τ = 1 
图 11. 根据文献[74]求解方程(5.10)得出浓度 CB，应力 S(注意：此模型中压应力为正值)，
楔形宽度 W 随深度的演化图，图中红色圈为文献[74]中数值模拟 CB值 

 

其中，参数 A BD Dϕ = 。 
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同样采用有限差分的方法解上述方程，可以得到应力 S，楔形宽度 W，浓度 C 随深度的演化，如

图 11。从图中可以看出，在晶界(GB)扩散区域，同时有压应力和拉伸应力产生。在双晶体表面区域(即
扩散源)附近，产生压应力，而距离扩散源较远的地方为拉伸应力。 

6. 总结与展望 

文章介绍了扩散模型和应力模型的历史发展，并推导了应力作用下的扩散方程。目前，对扩散应力

的研究，主要是将应力简化为静水应力，然后利用玻尔兹曼–俣野的方法，提取出扩散系数，从而对扩

散现象进行描述。而在非静水应力的研究中，由于没有统一的扩散应力模型，而且实验上很难进行测量，

比如，固相形成将会掩盖应力的影响，所以，至今没有较为完善的理论模型，而这可以从以下两个方面

进行尝试：第一，通过实验测量，修正已有的应力模型；第二，将已有的应力模型应用于扩散方程，结

合实验数据，不断进行完善和修正。 
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