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Abstract 
In this paper, we give the Lipschitz condition for a class of discrete-time control problems in which 
the system has unique solution. Further, we present the control variable transformation function 
by using the control parameterization method. As a result, the optimal control problem we are 
considering is converted to a nonlinear differentiable programming problem. Then we put for-
ward a class of first-order optimality conditions for this optimal control problem. Finally, two 
examples are provided to demonstrate the effectiveness of the proposed first-order optimality 
conditions. 
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摘  要 

本文对一类离散时间的控制问题，提出了存在唯一解的Lipschitz条件，并进一步地，引进控制参数化方

法定义控制变量转化函数，将最优控制问题等价转化为非线性可微规划问题，得到了此类最优控制问题

的一阶最优性条件。最后，给出两个算例用以验证如上提出的一阶最优性条件。 
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1. 引言 

对于离散时间最优控制问题，应用控制变量参数化方法[1] [2]将最优控制问题转化为非线性规划问题

进而求解是目前比较有效的途径。很多学者对如何运用优化算法求解转化后的非线性规划问题进行了广

泛研究[3] [4] [5] [6]，然而对于如何应用非线性规划的最优性条件来给出最优控制问题的最优性条件的研

究相对较少。 
对于控制系统方程解的存在唯一性问题[7] [8] [9]，在[10]中针对一阶微分、差分方程组给出了使解存

在唯一的 Lipschitz 条件，并证明了解关于参数的连续依赖性。在控制参数化方法的相关研究中，Teo 等

在[1] [2]中详细介绍了控制参数化方法并给出了严格的数学证明，并基于非线性优化算法[11]设计了最优

控制软件 MISER [12]。在[1] [4]中给出了离散时间最优控制问题的连续可微条件，保证了目标函数以及

约束条件关于控制向量的梯度是存在的，并且基于伴随方程法[1]给出了梯度的具体计算公式。此外，Fritz 
John 定理和 Kuhn-Tucker 定理是最优化理论里两个重要的定理。[13]讨论了使 Fritz John 点满足

Kuhn-Tucker 条件的 MFCQ。针对一类离散时间最优控制问题。首先，本文给出精确的控制变量转化函

数，将离散时间最优控制问题等价转化为非线性可微规划问题。其次，给出具体的 Lipschitz 条件，使该

系统在满足这类 Lipschitz 条件下存在唯一解。然后给出更弱的 I-MFCQ，同时给出该问题的一阶最优性

条件。最后，给出两个算例应用最优性条件来求解最优控制问题。 

2. 离散时间最优控制问题 

基于一阶非线性差分方程给出离散时间最优控制问题标准型如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )01 , , , ; 0 ; , ,x k f k x k u k k x x u k kα β+ = ∈ = ≤ ≤ ∈                 (1) 

其中， { }0,1, , 1M= − 为离散时间节点构成的集合， [ ]T1, , n
nx x x= ∈  为状态变量， 

[ ]T1, , r
ru u u= ∈  为控制变量， 0 nx ∈ 为初始状态， 0 nx ∈ 为边界控制量， : n r nf ×× →   为实

值函数，且 k∀ ∈有 ( ), ,f k ⋅ ⋅ 关于 ,x u 是连续可微的。满足(1)的状态变量称为容许状态，满足(1)的控制

变量称为容许控制，并且用  表示容许控制集。 
注 1 在满足一定 Lipschitz 条件下，上述系统(1)存在唯一解，具体的 Lipschitz 条件将在下一节中给出.

故对于任意 k ∈，状态变量 ( )x k 可以表示为 ( )|x k u 。 
记约束条件如下： 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0
| , | , 0, 1,2, , ,

M

i i i
k

h u x M u k x k u u k i p
−

=

= Φ + = =∑                   (2) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0
| , | , 0, 1,2, , ,

M

j p j p j
k

g u x M u k x k u u k j q
−

+ +
=

= Φ + ≤ =∑                 (3) 

其中， : , 0, ,n
i i p qΦ → = +  

为连续可微的实值函数； : n r
j × × →    ， 0, ,j p q= + 为实值

函数，且 k∀ ∈有 ( ), ,j k ⋅ ⋅ 在 n r×  上连续可微。 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

1 0 0
0

| , | , ,
M

k
J u x M u k x k u u k

−

=

= Φ + ∑                         (4) 

其中， 0 : nΦ → 
为连续可微实值函数; 0 : n r× × →    为实值函数，并且 k∀ ∈有 ( )0 , ,k ⋅ ⋅ 在

n r×  上连续可微。称满足(2)-(3)的容许控制为可行控制，用 表示可行控制集。 
问题 1 对于离散时间最优控制系统(1)，求解最优控制 *u ∈ 使之满足约束条件(2)~(3)，并且使性能

指标(4)达到最优。 

3. 最优控制问题的转换及相关性质 

令
T0 1 1, , , M M rξ ξ ξ ξ − ×= ∈    ，且对 k∀ ∈有 ,k r kξ α ξ β∈ ≤ ≤

。所有 ξ 构成的集合用 表示。

基于控制变量参数化方法[1] [2]构建精确控制变量转化函数如下： 

( ) ( )
1

0
, ,

M
k l

k
l

l kψ ξ ξ χ
−

=

= ∀ ∈∑                                 (5) 

其中 ( )kψ ξ 为 M⊂  到上的实值函数， ( )k lχ 为特征函数，表示如下： 

( )
1,
0,k

l k
l

l k
χ

=
=  ≠

                                    (6) 

考虑如下系统： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 01 , , , ; 0 ,ky k f k y k k y xψ ξ+ = ∈ =                         (7) 

其中， 0, nxξ ∈ ∈ 及 : n r nf × × →   为上一节中给出的实值函数。 
考虑约束条件如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0
| , | , 0, 1,2, , ,

M
k

i i i
k

h y M k y k i pξ ξ ξ ψ ξ
−

=

= Φ + = =∑

                 (8) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0
| , | , 0, 1,2, , .

M
k

j p j p j
k

g y M k y k j qξ ξ ξ ψ ξ
−

+ +
=

= Φ + ≤ =∑
               (9) 

考虑性能指标如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

2 0 0
0

| , | , ,
M

k

k
J y M k y kξ ξ ξ ψ ξ

−

=

= Φ + ∑                       (10) 

其中， : , 0,1, ,n
i i p qΦ → = +  

以及 : , 0,1, ,n r
j j p q× × → = +     为上节定义的实值函数。可

知新定义的 ( ) ( ) ( )2, ,i jh g Jξ ξ ξ

 均为 M r×
 到上的实值函数。 

问题 2 对于离散时间最优控制系统(7)，求解最优容许控制向量 *ξ ∈ 使之满足约束条件(8)~(9)，并

且使性能指标(10)达到最优。 
定理 1 若 ( ) ( )ku k ψ ξ= ，则问题 1 与问题 2 等价。 
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证明 不妨假设性能指标最小即为最优。先用归纳法证明 ( ) ( )| |x u y ξ⋅ = ⋅ 。由初始条件有 

( ) ( )00 0x x y= = 。当 0k = 时，有 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )01 | 0, 0 , 0, 0 , 0 1 |y f y f x u x uξ ψ ξ= = = 成立。现假设

1k i= − 时成立，即 ( ) ( )| |y i x i uξ = 。当 k i= 时，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 | , | , , | , 1 |iy i f i y i f i x i u u i x i uξ ξ ψ ξ+ = = = +  

成立。综上 ( ) ( )| |x u y ξ⋅ = ⋅ 。 
假设 *ξ 为问题 2 的最优解，取 ( ) ( )* *ku k ψ ξ= 。下证 *u 为问题 1 的最优解。由 *u 定义，易证 *u ∈ 。 

(反证法)若 *u 不是问题 1 的最优解，即存在 u ∈ ，使得 ( ) ( )*
1 1J u J u< ，则有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

* * *
0 0 0 0

0 0
| , | , | , | , ,

M M

k k
x M u k x k u u k x M u k x k u u k

− −

= =

Φ + < Φ +∑ ∑   

取 ( )k u kξ = ，令
T0 1, , Mξ ξ ξ − =   ，有 ( ) ( )k k u kψ ξ ξ= = ，且可知 ( ) ( )| |x u y ξ⋅ = ⋅ 。同理有 

( ) ( )* *| |x u y ξ⋅ = ⋅ 。故 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1
* * *

2 0 0 0 0
0 0

1
* * * *

0 0 2
0

| , | , | , | ,

| , | , ,

M M

k k
M

k

k

J x M u k x k u u k x M u k x k u u k

y M k y k J

ξ

ξ ξ ψ ξ ξ

− −

= =

−

=

= Φ + < Φ +

= Φ + =

∑ ∑

∑

 


 

有 *ξ 不是问题 2 的最优解，与假设矛盾。即有 *u 为问题 1 的最优解。 
同理可证若 *u 为问题 1 的最优解，则存在相应 *ξ 为问题 2 的最优解。综上问题 1 与问题 2 等价。 
下面的定理 2 证明了系统方程解的存在唯一性，命题 1~3 给出了问题 2 的连续可微性。 
令 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,f k x k u k f k x k u k x k= − ，则有 

( ) ( ) ( )( ) ( )0

0
1 , , , ; , ,

k

i
x k x f i x i u i k u k kα β

=

+ = + ∈ ≤ ≤ ∈∑                   (11) 

易证系统(11)等价于系统(1)，于是若系统(11)存在唯一解 *x ，则 *x 也为系统(1)唯一解。定义范数
X⋅ 为

( )
1

supX
i

f f i
∈

=


，其中 : nf →  且
1⋅ 为欧氏距离。易知由如上范数定义的状态函数所构成的空间为

完备的 Banach 空间，用 X 表示。 
假设 1 ,k u∀ ∈ ∈  有 
1) 对任意 x X∈ ，存在 1 0L > 使得 ( ) ( )1 1 11

, , 1f k x u L x u≤ + + ； 

2) 对任意 1 2,x x X∈ ，存在 2 0L > 使得 ( ) ( )1 2 1 2
2 11

, , , ,f k x u f k x u L x x− ≤ − 。 

定理 2 若系统(11)满足假设 1 条件，并且 ( ) 21 1M L+ < ，则对任意取定 u∈ 存在唯一解 ( )* |x u⋅ 。 
证明 记 nΛ =  为 n 维向量空间，构造数列 { } ,n nλ λ ∈Λ 使得 ( )0

1
0,n x nλ − → →∞ 。构造函数列

{ }nϕ ，{ }nψ ，其中 ,n nXϕ ψ∈ ∈ ，使得 ( )0, 0,n nX Xx u nϕ ψ− → − → →∞ 。定义映射 : X Xφ Λ × × →

如下 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

, , , , , .
k

n n n n n n
i

k f i i i kφ λ ϕ ψ λ ϕ ψ
=

= + ∈∑   

由假设 1)易知φ是有意义的并且 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
k

0 0

0
1 , , , , .

i
x k x x u k x f i x i u iφ

=

+ = = +∑  

下证φ是连续的。由假设 2)及[10]有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0
21

, , , , 1 , , , ,n n n n n nX XX
x x u x M L x f x f x uφ λ ϕ ψ φ λ ϕ ψ− ≤ − + + − + ⋅ − ⋅ 。 

由 f 关于 u 连续可微可知 f 也是连续可微的。当 n →∞ ，有 0n Xuψ − →‖ ‖ ，可知 i∀ ∈有 

( ) ( )
1

0n i u iψ − → ，故 ( ) ( ), , , , 0n X
f x f x uψ⋅ − ⋅ → 。又由 0

1
0, 0n n Xx xλ ϕ− → − → ，有 

( ) ( )0, , , , 0n n n X
x x uφ λ ϕ ψ φ− → ，即φ连续。 

下证φ是压缩的。对任意 0 1 2, , ,nx x x X u∈ ∈ ∈  由[10]有 

( ) ( ) ( )0 1 0 2 1 2
2, , , , 1 ,

XX
x x u x x u M L x xφ φ− ≤ + −  

由 ( ) 21 1M L+ < 有φ 关于 x 是压缩的。由不动点定理[14]可知φ 存在唯一不动点，即对任意 u∈ 存

在唯一的 ( )* |x u X⋅ ∈ 使得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* 0 * 0 *

0
1 | , , , ,

k

i
x k u x x u k x f i x i u iφ

=

+ = = +∑ 。即 (11)存在唯一解

( )* |x u⋅ 。 

定理 3 若系统(7)满足假设 1 条件，并且 ( ) 21 1M L+ < ，则对任意取定ξ ∈，存在唯一解 *( | )y ξ⋅ 。 

通过系统方程得出状态变量与控制变量的唯一关系，代入性能指标以及约束条件(8)~(10)中，原最优

控制问题即转化为了标准的非线性规划问题。 
命题 1 对 ( ) ( ), kk u k ψ ξ∀ ∈ = ，有 ( ) ( ) ( ), | , |k y k y Mψ ξ ξ ξ 在 上连续可微。 

证明 先证 ( )kψ ξ 的连续可微性。已知对
T0 1 1, , , Mξ ξ ξ ξ − ∀ = ∈   有 

( ) ( )
1

0
i

, ,
, ;

,,

kM
k l k

k
l

I i k
l k

i k
ψψ ξ ξ χ ξ
ξ

−

=

=∂
= = ∀ ∈ =  ≠∂ 
∑ 

0
 

其中， , rI ∈0 ，可见 kψ 在ξ 处连续可微，又由ξ 的任意性可知 kψ 在 上连续可微。 
取 i iy f= 为 f 的第 i 个分量，下证 1, ,i n∀ =  有 ( ) ( )| , |i iy k y Mξ ξ 在 上连续可微。 

当 0k = 时，由 ( ) 00 |y xξ = 为定值，有 ( )0 |iy ξ 在 上连续可微。当 1k = 时，有 

( ) ( ) ( )( )01 | 0, 0 ,y f yξ ψ ξ= ，故 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )0

0
1

1 | 1 | 0 | 1 |
.

0 |

n
i i l i

l l

y y y y
y

ξ ξ ξ ξ ψ ξ
ξ ξ ξ ξψ ξ=

 
  


∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂∂ ∂∑  

由 f 在 n r×  上连续可微，可知 i iy f= 也连续可微，即 1, ,j n∀ =  ，
( )
( )
1|
0 |

i

j

y
y

ξ
ξ

∂
∂

在 上存在且连续，

再由 ( ) ( )ku k ψ ξ= ，有
( )
( )0

1 |iy ξ
ψ ξ

∂
∂

在 上存在且连续；由 0k = 时，有 ( ) 00 |y xξ = 在 上连续可微，即

( )0 |jy ξ
ξ

∂

∂
在 上连续可微;由 0ψ 在 上连续可微，有

( )0ψ ξ
ξ

∂
∂

在 上存在且连续。综上，可知
( )1|iy ξ
ξ

∂
∂

在 上存在且连续。 

现假设 k j= 时成立，于是有 ( )|iy j ξ 在 上连续可微。同上易证
( )1|iy j ξ

ξ
∂ +

∂
在 上存在且连续，

即 ( )1|iy j ξ+ 在 上连续可微，得证 , ( | )k y k ξ∀ ∈ 在 上连续可微。 

同理亦有 ( )|y M ξ 在 上连续可微。 

由定理 1 及命题 1 易证下面两命题成立。 
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命题 2 对于问题 2，当取 ( ) ( )ku k ψ ξ= 时有： 

1) 对 0,1, ,i p q∀ = + ， ( )( )|i y M ξΦ 关于ξ 在 上连续可微； 

2) 对 0,1, ,j p q∀ = + ， k∀ ∈， ( ) ( )( ), | , k
j k y k ξ ψ ξ 关于ξ 在 上连续可微。 

命题 3 对于问题 2，当取 ( ) ( )ku k ψ ξ= 时，有 ( ) ( ) ( )2, ,i jh g Jξ ξ ξ

 在 上连续可微。 

注 2 由命题 3 可知，在问题 2 中 ( ) ( ) ( )2, ,i jh g Jξ ξ ξ

 关于 M r× 维矩阵ξ 的梯度存在。 

下面基于伴随方程法[1]给出具体的梯度计算公式。首先定义哈密顿函数如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )T
, , , 1 , , 1 , , ,i k i k

i iH k y k k k y k k f k y kξ λ ψ ξ λ ψ ξ+ = + +   

其中， ( ) , 0, ,i k i p qλ = + 由如下伴随方程给出： 

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )

T
T T, , , 1

, 1, ,1;
i

i ii i
H k y k k y M

k k M M
y k y M
ξ λ

λ λ
∂ +  ∂Φ

= = − =   ∂ ∂ 
 。       (12) 

求解(12)并设解为 ( )|iλ ξ⋅ ，可得各函数梯度如下： 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )01 02

0

, , , 1
,

kM

k
k

H k y k kJ ξ λξ ψ ξ
ξ ξψ ξ

−

=

∂ +∂ ∂
=

∂ ∂∂∑  

( ) ( ) ( )( )
( )

( )1

0

, , , 1
, 1, 2, , ,

i kM ii
k

k

H k y k kh
i p

ξ λξ ψ ξ
ξ ξψ ξ

−

=

∂ +∂ ∂
= =

∂ ∂∂∑


  

( ) ( ) ( )( ) ( )1

0

, , , 1
, 1, 2, , .

( )

j p kM j pj
k

k

H k y k kg
j q

ξ λξ ψ ξ
ξ ξψ ξ

+− +

=

∂ +∂ ∂
= =

∂ ∂∂∑


  

4. 一阶最优性条件 

对 1, 2, , , 1, 2, , , r r
ij r r

i p j q A a ×

×
  ∀ = = = ∈   记： 

( ) ( ) ( ) ( )

T

1 1 1
1 , , , ;

0 1 1
J J JJ u

u u u M
 ∂ ∂ ∂

∇ =  ∂ ∂ ∂ − 
 ( )

T
2 2 2

2 0 1 1, , , ;M
J J JJ ξ
ξ ξ ξ −

 ∂ ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ ∂ 

  

( ) ( ) ( ) ( )

T

, , , ;
0 1 1
i i i

i
h h hh u

u u u M
 ∂ ∂ ∂

∇ =  ∂ ∂ ∂ − 
 ( )

T

0 1 1, , , ;i i i
i M

h h hh ξ
ξ ξ ξ −

 ∂ ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ ∂ 

  



  

( ) ( ) ( ) ( )

T

, , , ;
0 1 1
j j j

j

g g g
g u

u u u M
 ∂ ∂ ∂

∇ =  ∂ ∂ ∂ − 
 ( )

T

0 0 1, , , ;j j j
j M

g g g
g ξ

ξ ξ ξ −

∂ ∂ ∂ 
∇ =  ∂ ∂ ∂ 

  


  

( ) ( ){ }: 0, 1, , ;ju j g u j q= = =  ( ) ( ){ }: 0, 1, , ;jj g j qξ ξ= = =
  

( ) ( ) ( ) T
1 , , ;pg g gξ ξ ξ =    

 ( ) ( ) ( )
T

1 , , ;qh h hξ ξ ξ =  
  

 ( ) [ ]T11 22, , , .rrD A a a a=   

命题 4 当 ( ) ( )ku k ψ ξ= 时，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 , ,i i j jJ u J h u h g u gξ ξ ξ∇ = ∇ ∇ = ∇ ∇ = ∇

 。 

证明 对任意 k ∈，由定理 1 有 ( ) ( )| |x k u y k ξ= 。故 

( ) ( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

0 0 01

1
0 0 0 2

0

| |
| |

| |
,

| |

iM

k k i k k
i

x M u x i u u iJ
u k x M u u k x i u u k u i u k

y M y i J
y M y i

ξ ξ ψ ξ
ξ ξξ ξ ψ ξ ξ ξ

−

=

 ∂ ∂ ∂∂Φ ∂ ∂∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂∂Φ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ =
∂ ∂∂ ∂ ∂

 
  
 ∂∂∑

 

 
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即有 ( ) ( )1 2J u J ξ∇ = ∇ 。同理可证 ( ) ( ) ( ) ( ),i i j jh u h g u gξ ξ∇ = ∇ ∇ = ∇

 。 

定理 4 若 *u 为问题 1 的局部最优控制，则存在 ( )*
0 , , 1, , , ,i ji p j uλ λ µ= ∈  ，使得 

( ) ( )
( )

( )
*

* * *
0 1

1
0,

p

i i j j
i j u

J u h u g uλ λ µ
= ∈

∇ + ∇ + ∇ =∑ ∑


                      (13) 

( )*
0 0, 0, ,j j uλ µ≥ ≥ ∈                                (14) 

( )0 , , 0,λ λ µ ≠                                     (15) 

其中， ( )T
1, , pλ λ λ=  ， ( ){ }*,j j uµ µ= ∈   

证明 已知 *u 为问题 1 的局部最优控制，取 ( )*, *k u kξ = ，令
T* *,0 *, 1, , Mξ ξ ξ − =   ，有 ( ) ( )* *ku k ψ ξ= ，

由定理 1 知 *ξ 为问题 2 的最优控制.取 ( ) ( ){ }* *: 0, 1, ,jj g j qξ ξ= = =
 ，易证当 ( ) ( )* *ku k ψ ξ= 时，

( )*j ξ∀ ∈ ，有 ( )*j u∈ 。由文献 [13]中定理 8.11 可知，若 *ξ 为问题 2 的最优控制，则存在

0, , 1, , ,i ji pλ λ µ=  以及 ( )*j ξ∈ ，使得 

( ) ( )
( )

( )
*

* * *
0 2

1
0;

p

i i j j
i j

J h g
ξ

λ ξ λ ξ µ ξ
= ∈

∇ + ∇ + ∇ =∑ ∑





 

( ) ( )*
0 00, 0, ; , , 0,j jλ µ ξ λ λ µ≥ ≥ ∈ ≠  

由命题 4，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * *
1 2 , ,i i j jJ u J h u h g u gξ ξ ξ∇ = ∇ ∇ = ∇ ∇ = ∇

 。代入上式即有定理 4 成立。 

定义 1 [15]在问题 1 中，若 u 满足如下条件： 

1) ( ) ( ) ( )T T, ; , 1, ,j ig u d j u h u d i p∇ < ∈ ∇ = = 0 0 有解 Md ∈  ，其中 0 为 r 维零向量； 
2) ( ) , 1, ,ih u i p∇ = 

线性无关。 

则称 u 符合 MFCQ 。 
定义 2 在问题 1 中，若 u 满足如下条件： 

1) ( )( ) ( ) ( )( )T T, ; , 1, ,j iD g u d j u D h u d i p∇ < ∈ ∇ = = 0 0 有解 M rd ×∈  ，其中 0 为 r 维零向量； 

2) ( ) , 1, ,ih u i p∇ = 
线性无关。 

则称 u 符合 I MFCQ− 。 
命题 5 若 u 符合 MFCQ ，则必然符合 I MFCQ− 。 
证明 假设 u 符合 MFCQ ，则存在 Md ∈  ，使 0 ， ( )j u∈ ； ( ) ,T

ih u d∇ = 0 1, ,i p=  。当取 ld d=  ，

1, ,l r=  ，令 [ ]1 2, , , M r
rd d d d ×= ∈  ，于是有 ( )( ) ( )T T

j jD g u d g u d∇ = < 0， 

( )( ) ( )T T
i iD h u d h u d∇ = ∇ = 0成立，即有 u 符合 MFCQ 。 

注 3 由命题 5 可知 I MFCQ− 是基于矩阵给出的，其条件相对于 MFCQ 更弱。 
定理 5 若 *u 为问题 1 的局部最优控制，并且满足 I MFCQ− ，则存在 ,p qλ µ∈ ∈ 

使得 

( ) ( ) ( )* * *
1

1 1
0,

p q

i i j j
i j

J u h u g uλ µ
= =

∇ + ∇ + ∇ =∑ ∑                         (16) 

( )* 0, 1,2, , ,j jg u j pµ = =                                 (17) 

0, 1,2, , .j j qµ ≥ =                                    (18) 
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证明 因 *u 是问题 1 的局部最优控制，故由定理 4 知(13)~(15)成立。若 0 0λ = ，则由(13)有 

( )
( )

( )
*

* *

1
0,

p

i i j j
i j u

h u g uλ µ
= ∈

∇ + ∇ =∑ ∑


                           (19) 

其中 ( )*0,j j uµ ≥ ∈ ，且 ( )*, , , 1, ,j ij u i pµ λ∈ =  不全为零。以满足 I MFCQ− 的 d与上式相乘有 

( )
( )

( )
*

T T* *

1
,

p

i i j j
i j u

h u d g u dλ µ
= ∈

∇ + ∇ =∑ ∑  0


 

其中， 0 为 r r× 维零矩阵。故 

( )( )
( )

( )( )
*

T T* *

1
,

p

i i j j
i j u

D h u d D g u dλ µ
= ∈

∇ + ∇ =∑ ∑  0


 

其中， 0 为 r 维零向量。若存在某 0jµ > ，则上式不成立，故必有 0jµ = ， ( )*j u∈ 。于是(19)式即为

( )*

1
0

p

i i
i

h uλ
=

∇ =∑ ，且 , 1, ,i i pλ =  不全为零，这与 ( ), 1, ,ih u i p∇ = 
线性无关矛盾。故有 0 0λ > ，将 0λ 除

遍(13)~(15)，再将
0 0

,i iλ µ
λ λ

视为新的 ,i iλ µ ，即有定理成立。 

在此，称(13)~(15)为 Fritz John 条件，(16)~(18)为 K T− 条件，并且称满足 K T− 条件的点为 K T− 点。

易证下面三个定理成立。 
定理 6 若 *u 为问题 1 的局部最优控制，且 ( ) ( ) ( )* * *, 1, , , ,i jh u i p g u j u∇ = ∇ ∈  线性无关，则 *u 满足

K T− 条件。 
定理 7 (充分条件)假设 ( ) ( )2 ,J gξ ξ 是 M

 上的凸函数，h是线性函数。若 *ξ 是问题 2 的 K T− 点，且

( ) ( )ku k ψ ξ= ，则 *u 是问题 1 的全局最优控制。 
定理 8 (充分条件)假设  为凸集， ( )2J ξ 为  上的凸函数。若 *ξ 是问题 2 的 K T− 点，且

( ) ( )ku k ψ ξ= ，则 *u 是问题 1 的全局最优控制。 

5. 算例 

例 1 考虑离散时间控制系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , ; 0 1; 0, ,x k x k u k k x u k k+ = + ∈ = ≥ ∈   

性能指标为： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 2
1

0
, , 3 2

M

k
J k x u x M x k u k k u kχ

−

=

= + − + −  ∑ ， 

约束条件为： ( ) ( ) ( ) 0, 1,2l lg u k u k lχ= ≥ = ， 

取 { }0,1 , 2M= = ，求使得性能指标 J 达到最小的最优控制 u 。 
解 由系统方程有 ( ) ( ) ( )0 0 10 1, 1 1, 2 1x x xξ ξ ξ= = + = + + ，故性能指标转化为 

( ) 2
0 0 1 0 12 2 2 5J ξ ξ ξ ξ ξ ξ= + − + − ；约束条件转化为 ( ) ( )1 0 2 10, 0g gξ ξ ξ ξ= − ≤ = − ≤ 。 

由 ( )2 4 2
2 0

J ξ  
∇ =  

 
半正定，故 ( )J ξ 是凸函数。由定理 7，若存在

T* * *
0 1,ξ ξ ξ  = 使上述问题满足 K T−

条件，并取 ( )* *
ku k ξ= ，则有 *u 为原最优控制问题的全局最优控制。于是，由 K T− 条件可列方程如下： 

0 1 1 0 2 0 1 1 2 0 1 1 24 2 1 0,2 2 0, 0, 0; , , , 0.ξ ξ µ ξ µ ξ µ ξ µ ξ ξ µ µ+ − − = + − = = = ≥  
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解之得唯一解
T T

* *1 5,0 , 0,
4 2

ξ µ   = =      
。故原最优控制问题有唯一的全局最优控制

T
* 1 ,0

4
u  =   

。 

例 2 考虑离散时间控制系统： 

( ) ( ) ( ) ( )21 , ; 0 0,x k x k u k k x+ = − ∈ =  

性能指标为： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2

0
, , 2 1

M

k
J k x u x M x k k u k k

−

=

= − + − + − −  ∑ ， 

约束条件为： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 2
0 0

, , 1 0; , , 1 1 0,
M M

k k
g k x u u k g k x u k u k k

− −

= =

= − ≤ = + − − ≤      ∑ ∑  

取 { }0,1 , 2M= = ，求使得性能指标 J 达到最小的最优控制 u 。 

解  取 ( )k u kξ = ，对 J 两边取负，即有求解 ξ 使 ( ) ( )2 1J J uξ = − 最小。由系统方程有 ( )0 0x = ，

( ) 2
01x ξ= − ， ( ) 2 2

0 12x ξ ξ= − − ，故性能指标转化为 ( ) 2 2
2 0 0 1 12 4 2 12 14J ξ ξ ξ ξ ξ= − + − + ；约束条件转化为

( ) ( )1 0 1 2 0 12 0, 2 3 0g gξ ξ ξ ξ ξ ξ= + − ≤ = + − ≤ 。 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]T T T
2 0 1 1 24 4,4 12 , 1,1 , 1,2J g gξ ξ ξ ξ ξ∇ = − − ∇ = ∇ = ，并且 ( )2

2

4 0
4 0

J ξ  
∇ =  

 
为半正定矩阵，

故 ( )2J ξ 是凸函数。由定理 7，若存在
T* * *

0 1,ξ ξ ξ  = 使上述问题满足 K T− 条件，并取 ( )* *
ku k ξ= ，则有 *u

为最优控制问题的全局最优控制。于是由 K T− 条件可列方程如下： 

( ) ( )0 1 2 1 1 2 0 1 1 0 1 24 4 0,4 12 2 0, 2 0, 2 3 0,ξ µ µ ξ µ µ ξ ξ µ ξ ξ µ− + + = − + + = + − = + − =  

( ) ( )1 2 0 1 0 1, 0, 2 0, 2 3 0.µ µ ξ ξ ξ ξ≥ + − ≤ + − ≤  

解之得唯一解
T T

* *1 7 16, , 0,
5 5 5

ξ µ   = =      
。故原最优控制问题有唯一的全局最优控制

T
* 1 7,

5 5
u  =   

。 
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