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Abstract 

Let ip
C β  be the cyclic group of order ipβ  where p  is a prime number, and 1 4i≤ ≤ . Using 

matrix representation, J. N. S. Bidwell got the automorphisms of direct products m np p
C C× , 

and 
1 2 3p p p

C C Cβ β β× ×  which have no common direct factor. In this paper, the generators of the 

automorphism of direct product 
1 2 3 4p p pp

C C C Cβ β β β× × ×  and the relations between them are 

obtained. 
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摘  要 

设 ip
C β 是 ipβ 阶的循环群，其中 p为素数，1 4i≤ ≤ 。J. N. S. Bidwell利用矩阵表示方法得到了没有共同

直因子的直积 m np p
C C× 和

1 2 3p p p
C C Cβ β β× × 的自同构群。本文采用同 样的方法得到了直积

1 2 3 4p p pp
C C C Cβ β β β× × × 的自同构群的生成元和生成关系。 
 
关键词 

自同构群，循环群，矩阵表示，直积 

 
 

1. 引言 

设群
1 2 3 4p p pp

G C C C Cβ β β β= × × × ，其中 p为素数， ( )1, 2,3, 4i iβ = 互不相同，
ip

C β 为 ipβ 阶的循环群。

J. N. S. Bidwell 在文献[1] [2] [3]给出了没有共同直因子直积的自同构群的结构，并通过矩阵表示方法得到

了直积 m np p
C C× ，

1 2 3p p p
C C Cβ β β× × 的自同构群，其中 ,m n 互不相同，并通过 GAP 软件计算了直积

1 np p
C Cβ β× ×

的自同构群，周芳等人在文献[4]中利用该方法得到了给定半直积的稳定自同构群可分解为

若干结构简单的特殊子群乘积的充要条件。本文中我们用矩阵表示的方法计算了
1 2 3 4p p pp

C C C Cβ β β β× × × 的

自同构群，得到了该自同构群的生成元和生成关系。本文的符号是标准的，见[1]。 

2. 主要内容 
设

1 2 3 4p p pp
G C C C Cβ β β β= × × × ，其中 p为素数， 1 2 3 4, , ,β β β β 互不相同，不失一般性，设 

1 2 3 4β β β β> > > ，由[1]可得 ( ) 11 12 13 14 21 22 23 24 31 32 33 34 41 42 43 44Aut G A A A A A A A A A A A A A A A A≅ = ，其中 

( )

( )

( )

11

11 11 1

12

12 12 2 1

44 44 4

44

0 0 0
0 1 0 0

: Aut ,
0 0 1 0
0 0 0 1

1 0 0
0 1 0 0

: Hom , ,
0 0 1 0
0 0 0 1

1 0 0 0
0 1 0 0

: Aut
0 0 1 0
0 0 0

A H

A H H

A H

α

α

α

α

α

α

  
  
  = ∈       
  
  
  = ∈       

  
  
  = ∈       



 

且 i i ip
C H xβ ≅ = ， is 分别为模 ipβ 的原根，即有 ( ) is

ii i ix xα = ，其中1 4i≤ ≤ ，于是 iiα 生成 ( )Aut iH ，进

而 iiA 是阶为 ( )ipβϕ 的循环群；进一步， ( )1 mod i
i it s pβ−= ，于是 ( )1 it

ii i ix xα− = 。 

另若 i j< ，有 ( ) i jp
ij j ix x

β β

α
−

= ；若 i j> ，有 ( )ij ij ix xα = ，则 ijα 生成 ( )Hom ,j iH H ，进而 ( )ijA i j≠ 是
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阶为 ( )max ,i jpβ
的循环群，其中1 , 4i j≤ ≤ 。 

令

11 12

11 12 44

44

1 0 0 00 0 0 1 0 0
0 1 0 00 1 0 0 0 1 0 0

, , ,
0 0 1 00 0 1 0 0 0 1 0
0 0 00 0 0 1 0 0 0 1

a a a

α α

α

    
    
    = = =
    
    

     


 

有 ( ) ( )
( )max ,

,   

,   

i

i j
ij

p i j
o a

p i j

β

β

ϕ == 
 ≠

。 

于是 11 12 13 14 21 22 23 24 31 32 33 34 41 42 43 44, , , , , , , , , , , , , , ,a a a a a a a a a a a a a a a a= 。 

通过对 kla
ija 计算，当 ,i j k l= = ，有 kka

ii iia a= ；当 , ,i l j k l≠ ≠ ，有 kla
ij ija a= 。 

根据矩阵主对角线元素的顺序，首先计算 11a 的共轭关系， 

12

12 11 12 11 11 12 12

11

1
11 12 11 12

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

aa

α α α α α α α

α α α α−

− −     
     
     = =
     
     
     

 − 
 
 =

 
 
 





 
  



 

由于 ( )1
12 11 12 1 121 tα α α α−− = − ，于是 12 11

11 11 12
a ta a a −= 。 

类似计算结果有 13 11
11 11 13
a ta a a −= ， 14 11

11 11 14
a ta a a −= 。 

21

11 11

21 21 21 11 21
11

11
1

21 21 11

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

aa

α α
α α α α α

α
α α α−

     
     − − +     = =
     
     
     

 
 − + =
 
 
 


 
 
 
 



 

由于 ( )1
21 21 11 1 211tα α α α−− + = − ，于是 21 1 1

11 21 11
a ta a a−= 。 

类似计算结果有 31 1 1
11 31 11
a ta a a−= ， 41 1 1

11 41 11
a ta a a−= 。 

我们得到 11a 的共轭关系如下： 
12 11

11 11 12
a ta a a −= ， 13 11

11 11 13
a ta a a −= ， 14 11

11 11 14
a ta a a −= ， 

21 1 1
11 21 11
a ta a a−= ， 22

11 11
aa a= ， 23

11 11
aa a= ， 24

11 11
aa a= ， 

31 1 1
11 31 11
a ta a a−= ， 32

11 11
aa a= ， 33

11 11
aa a= ， 34

11 11
aa a= ， 

41 1 1
11 41 11
a ta a a−= ， 42

11 11
aa a= ， 43

11 11
aa a= ， 44

11 11
aa a= 。 

接下来计算 22a 的共轭关系， 
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23 23 22 23 22 22 23 23
22

1
22 23 22 23

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

aa
α α α α α α α

α α α α−

     
     − −     = =
     
     
     

 
  − =
 
 
 





 
 



 

由于 ( )1
23 22 23 2 231 tα α α α−− = − ，于是 23 21

22 22 23
a ta a a −= 。 

类似计算结果有 24 21
22 22 24
a ta a a −= 。 

32 22 22
22

32 32 32 22 32

22
1

32 32 22

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

aa
α α

α α α α α

α
α α α−

     
     
     = =
     − − +
     
     
 
 
 =
 − +
 
 


 
 
 
 



 

由于 ( )1
32 32 22 2 321tα α α α−− + = − ，于是 32 2 1

22 32 22
a ta a a−= 。 

类似计算结果有 42 2 1
22 42 22
a ta a a−= 。 

我们得到 22a 的共轭关系如下： 

23 21
22 22 23
a ta a a −= ， 24 21

22 22 24
a ta a a −= ， 

31
22 22
aa a= ， 32 2 1

22 32 22
a ta a a−= ， 33

22 22
aa a= ， 34

22 22
aa a= ， 

41
22 22
aa a= ， 42 2 1

22 42 22
a ta a a−= ， 43

22 22
aa a= ， 44

22 22
aa a= 。 

重复类似的计算过程，我们得到 33a 的共轭关系： 

34 31
33 33 34
a ta a a −= ， 41

33 33
aa a= ， 

42
33 33
aa a= ， 43 3 1

33 43 33
a ta a a−= ， 44

33 33
aa a= 。 

对于形如 ( )kla
ija i j≠ 较复杂的共轭关系，计算如下： 

22

12 12 22

22 22
12

1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

aa

α α α
α α

     
     −     = =
     
     
     

 

由于 12 22 2 12sα α α= ，于是 22 2
12 12
a sa a= 。 

在接下来的计算中为方便书写，需定义参数
( )max ,0i j

ij p β βµ −
= ，其中 i j≠ ，此时 ( ) ij

ij j ix xµα = 。 

对于 12a 的共轭关系， 
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23

12 12 12 23

23 23
12

12 12 23

1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

aa

α α α α
α α

α α α

     
     −     = =
     
     
     

  
  
  =
  
  
  

 

由于 ( )12 23 12 23 13 13α α µ µ µ α= ，于是 23 12 23 13
12 12 13
aa a aµ µ µ= 。 

类似计算结果有 24 12 24 14
12 12 14
aa a a µ µ µ= 。 

31

12 12

12
31 31 31 12

12

31 12

1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

aa

α α

α α α α

α

α α

     
     
     = =
     − −
     
     

  
  
  =
  −
  
  

 

由于 ( )31 12 31 12 32 32α α µ µ µ α− = − ，于是 31 31 12 32
12 12 32
aa a a µ µ µ−= 。 

类似计算结果有 41 41 12 42
12 12 42
aa a a µ µ µ−= 。 

我们得到 12a 的共轭关系如下： 

13
12 12
aa a= ， 14

12 12
aa a= ， 

22 2
12 12
a sa a= ， 23 12 23 13

12 12 13
aa a aµ µ µ= ， 24 12 24 14

12 12 14
aa a aµ µ µ= ， 

31 31 12 32
12 12 32
aa a a µ µ µ−= ， 32

12 12
aa a= ， 33

12 12
aa a= ， 34

12 12
aa a= ， 

41 41 12 42
12 12 42
aa a a µ µ µ−= ， 42

12 12
aa a= ， 43

12 12
aa a= ， 44

12 12
aa a= 。 

对于 13a 的共轭关系， 

21

13 13

21 21 21 13
13

13

21 13

1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

aa

α α
α α α α

α
α α

     
     − −     = =
     
     
     

  
  −  =
  
  
  

 

由于 ( )21 13 21 13 23 23α α µ µ µ α− = − ，于是 21 13 2321
13 13 23
aa a a µ µ µ−= 。 

类似计算结果有 41 13 4341
13 13 43
aa a a µ µ µ−= 。 
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32

13 13 32 13

13
32 32

13 13 32

1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

aa

α α α α

α α

α α α

     
     
     = =
     −
     
     
  
  
  =
  
  
  

 

由于 ( )13 32 13 32 12 12α α µ µ µ α= ，于是 32 13 32 12
13 13 12
aa a aµ µ µ= 。 

类似计算结果有 34 13 34 14
13 13 14
aa a aµ µ µ= 。 

33

13 13 33

13
33 33

1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

aa

α α α

α α

     
     
     = =
     −
     
     

 

由于 13 33 3 13sα α α= ，于是 33 3
13 13
a sa a= 。 

我们得到 13a 的共轭关系如下： 

14
13 13
aa a= ， 21 13 2321

13 13 23
aa a a µ µ µ−= ， 22

13 13
aa a= ， 23

13 13
aa a= ， 24

13 13
aa a= ， 32 13 32 12

13 13 12
aa a aµ µ µ= ， 

33 3
13 13
a sa a= ， 34 13 34 14

13 13 14
aa a aµ µ µ= ， 41 13 4341

13 13 43
aa a a µ µ µ−= ， 42

13 13
aa a= ， 43

13 13
aa a= ， 44

13 13
aa a= 。 

接下来计算 14a 的共轭关系， 

21

14 14

21 21 21 14
14

14

21 14

1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

aa

α α
α α α α

α
α α

     
     − −     = =
     
     
     
  
  −  =
  
  
  

 

由于 ( )21 14 21 14 24 24α α µ µ µ α− = − ，于是 21 21 14 24
14 14 24
aa a a µ µ µ−= 。 

类似计算结果有 31 31 14 34
14 14 34
aa a a µ µ µ−= 。 

42

14 14 42 14

14

42 42

14 14 42

1 0 0 0 1 0 0 01 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 00 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 00 0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 10 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

aa

α α α α

α α

α α α

      
      
      = =
      
      

−       
  
  
  =
  
  
  
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由于 ( )14 42 14 42 12 12α α µ µ µ α= ，于是 42 14 42 12
14 14 12
aa a aµ µ µ= 。 

类似计算结果有 43 14 43 13
14 14 13
aa a aµ µ µ= 。 

44

14 14 44

14

44 44

1 0 0 0 1 0 0 01 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 00 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 1

aa

α α α

α α

      
      
      = =
      
      

−       

 

由于 14 44 4 14sα α α= ，于是 44 4
14 14
a sa a= 。 

我们得到 14a 的共轭关系如下： 

21 21 14 24
14 14 24
aa a a µ µ µ−= ， 22

14 14
aa a= ， 23

14 14
aa a= ， 24

14 14
aa a= ， 31 31 14 34

14 14 34
aa a a µ µ µ−= ， 

32
14 14
aa a= ， 33

14 14
aa a= ， 34

14 14
aa a= ， 42 14 42 12

14 14 12
aa a aµ µ µ= ， 43 14 43 13

14 14 13
aa a aµ µ µ= ， 44 4

14 14
a sa a= 。 

对于 21a 的共轭关系， 

22 22 21 22 22 21
21

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

aa
α α α α α

     
     − −     = =
     
     
     

 

由于 22 21 2 21sα α α− = − ，于是 22 2 2
21 21 21
a s ta a a−= = 。 

32 21 21
21

32 32 32 21

21

32 21

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

aa
α α

α α α α

α
α α

     
     
     = =
     − −
     
     
  
  
  =
  −
  
  

 

由于 ( )32 21 32 21 31 31α α µ µ µ α− = − ，于是 32 32 21 31
21 21 31
aa a a µ µ µ−= 。 

类似计算结果有 42 42 21 41
21 21 41
aa a a µ µ µ−= 。 

我们得到的 21a 共轭关系如下： 

22 2
21 21
a ta a= ， 23

21 21
aa a= ， 24

21 21
aa a= ， 31

21 21
aa a= ， 32 32 21 31

21 21 31
aa a a µ µ µ−= ， 33

21 21
aa a= ， 

34
21 21
aa a= ， 41

21 21
aa a= ， 42 42 21 41

21 21 41
aa a a µ µ µ−= ， 43

21 21
aa a= ， 44

21 21
aa a= 。 

重复类似的计算过程，我们得到生成元 23 24 31 32 34 41 42 43, , , , , , ,a a a a a a a a 的共轭关系，整理如下， 

24
23 23
aa a= ， 31 23 31 21

23 23 21
aa a aµ µ µ= ， 33 3

23 23
a sa a= ， 34 23 34 24

23 23 24
aa a aµ µ µ= ， 

41
23 23
aa a= ， 42 23 4342

23 23 43
aa a a µ µ µ−= ， 43

23 23
aa a= ， 44

23 23
aa a= ； 

31
24 24
aa a= ， 32 32 24 34

24 24 34
aa a a µ µ µ−= ， 33

24 24
aa a= ， 34

24 24
aa a= ， 41 24 41 21

24 24 21
aa a aµ µ µ= ， 43 24 43 23

24 24 23
aa a aµ µ µ= ， 44 4

24 24
a sa a= ； 

32
31 31
aa a= ， 33 3

31 31
a ta a= ， 34

31 31
aa a= ， 41

31 31
aa a= ， 42

31 31
aa a= ， 43 43 31 41

31 31 41
aa a a µ µ µ−= ， 44

31 31
aa a= ； 

33 3
32 32
a ta a= ， 34

32 32
aa a= ， 41

32 32
aa a= ，

42
32 32
aa a= ， 43 43 32 42

32 31 42
aa a a µ µ µ−= ， 44

32 32
aa a= ； 
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34 41 3141
34 34 31
aa a aµ µ µ= ， 34 42 3242

34 34 32
aa a aµ µ µ= ， 44 4

34 34
a sa a= ； 

42
41 41
aa a= ，

43
41 41
aa a= ， 44 4

41 41
a ta a= ； 43

42 42
aa a= ， 44 4

42 42
a ta a= ， 44 4

43 43
a ta a= 。

 

最后计算更为复杂的转置共轭 jia
ija ，其中 i j≠ ， 

( )

21

12

21 21
12

12 21 12

21 12 21 21 12

1
12 21 12 21

1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0
1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

1 0 0 0 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

aa

α
α α

α α α
α α α α α

α α α α −

   
   −   =
   
   
   

+ 
 − − + =
 
 
 

+  +
 
 =
 
 
 

( ) 1
12 21 12

21 12 21

21 12

1 0 0
1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

1 0 0 0
0 1 0 0

 
0 0 1 0
0 0 0 1

α α α
α α α

α α

− −
 
− 
 
  
 

 
 − 
 
 
 

 

此时，第一个矩阵和最后一个矩阵可分别记作 12 12
11 22,r ka a ，这是由于 ( )12 21 12 111 1α α µ α+ = + ，有

( )12 1
1 121 modrs pβµ≡ + ， 12r 为对应的结果；同样由于 ( )21 12 12 221 1α α µ α− = − ，有 ( )12 2

2 121 modks pβµ≡ − ，

12k 为对应的结果。而第二个矩阵可分解为 

( ) ( )1 1 1*
12 21 12 21 12

21 12 21

1 0 0 00 0 0 1 1 1 0 0
1 0 00 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 00 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 10 0 0 1 0 0 0 1

α α α α α α α
α α α

− − −∗     + −
    −    
    
         

 

其中，

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

12 12

12 12

12 12 12 12

1 1
12 21 12 21 12 21 12 21

1 1

11 12 22 21 12 21

1 1

21 12 21 11 12 22

2
1 12 2 21 12 21 11 12 1 2 11

1 1 1

1

1

1 1

r k

r k

r k r kt t t t

α α α α α α α α α

α α α α α α

µ µ µ α α α

µ µ µ µ α µ α

− −∗

− −

− −

= − + − −

= +

= +

= + = +

。 

将α∗ 记作 12
11
hα ，其中 12h 是 ( )12 12 12 12

1 12 1 21 modh r ks t t pβµ≡ + 对应的结果，而 21 12 21 12 21α α α µ α− = − ， 

( ) ( )1 12 12 121 1*
12 21 12 21 12 1 2 121 1 h r kt tα α α α α α α

− − − ++ − = ，于是得到
12 12 1212 1221 1 2 12 12

12 11 12 21 22

h r ktr h ta ka a a a aµ++ −= 。 

通过计算我们得到其余生成元的转置共轭： 

13 13 13
31 13 13 1 3 13 13

13 11 13 31 33

h r kt ta r h ka a a a aµ+
+ −=  
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其中 13 13 13, ,r k h 分别为 ( )13 1
1 131 modrs pβµ≡ + ， ( )13 3

3 131 modks pβµ≡ − ， ( )13 13 13 12
1 13 1 31 modh r ks t t pβµ≡ + 对应的

结果； 

14 14 14
41 14 14 1 4 14 14

14 11 14 41 44

h r kt ta r h ka a a a aµ+
+ −=  

其中 14 14 14, ,r k h 分别为 ( )14 1
1 141 modrs pβµ≡ + ， ( )14 4

4 141 modks pβµ≡ − ， ( )14 14 14 12
1 14 1 41 modh r ks t t pβµ≡ + 对应的

结果； 

23 23 23
32 23 23 2 3 23 23

23 22 23 32 33

h r kt ta r h ka a a a aµ+
+ −=  

其中 23 23 23, ,r k h 分别为 ( )23 2
2 231 modrs pβµ≡ + ， ( )23 3

3 231 modks pβµ≡ − ， ( )23 23 23 22
2 23 2 31 modh r ks t t pβµ≡ + 对应的

结果； 

24 24 24
42 24 24 2 4 24 24

24 22 24 42 44

h r kt ta r h ka a a a aµ+
+ −=  

其中 24 24 24, ,r k h 分别为 ( )24 2
2 241 modrs pβµ≡ + ， ( )24 4

4 241 modks pβµ≡ − ， ( )24 24 24 22
2 24 2 41 modh r ks t t pβµ≡ + 对应的

结果； 

34 34 34
43 34 34 3 4 34 34

34 33 34 43 44

h r kt ta r h ka a a a aµ+
+ −=  

其中 34 34 34, ,r k h 分别为 ( )34 3
3 341 modrs pβµ≡ + ， ( )34 4

4 341 modks pβµ≡ − ， ( )34 34 34 32
3 34 3 41 modh r ks t t pβµ≡ + 对应的

结果。 

至此，我们得到 16 个生成元的 136 种生成关系， 

( )
1 2 3 4

1 32 4

11 12 13 14 21 22 23 24 31 32 33 34 41 42 43 44

11 12 13 14

Aut , , , , , , , , , , , , , , , :

                                             

                                       

p p pp

p p p p

C C C C a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a

β β β β

β ββ βϕ

× × × ≅

= = = =

( )

( )

( )

2 32 4

33 3 4

44 4 4

12

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44
1

11 11 12

      

                                             

                                             1,

pp p p

pp p p

pp p p

a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a

β ββ β

ββ β β

ββ β β

ϕ

ϕ

ϕ

−

= = = =

= = = =

= = = =

= 13 231 1 14 1 21 1 22

31 32 33 3424 1 41 1

4342 44

23

1 1 1
11 11 13 11 11 14 11 21 11 11 11 11 11

1 1
11 11 11 31 11 11 11 11 11 11 11 11 41 11

11 11 11 11 11 11

22

, , , , , ,

, , , , , ,

, , ,

a at t a t a t a

a a a aa t a t

aa a

a

a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a

a a

− − −

− −

= = = = =

= = = = = =

= = =

= 31 32 33 342 24 2 2

4341 42 2 44

34 3 43 341 42 44

1 1 1
22 23 22 22 24 22 22 22 32 22 22 22 22 22

1
22 22 22 42 22 22 22 22 22

1 1
33 33 34 33 33 33 33 33 43 33 33 33

, , , , , ,

, , , ,

, , , , ,

a a a at a t t

aa a t a

a t a ta a a

a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a

− − −

−

− −

= = = = =

= = = =

= = = = =
13 23 12 23 13 31 31 12 3214 22 2 24 12 24 14

32 33 34 4341 41 12 42 42 44

14

12 12 12 12 12 12 12 12 13 12 12 14 12 12 32

12 12 12 12 12 12 12 12 42 12 12 12 12 12 12

13

, , , , , ,

, , , , , , ,

a a aa a s a

a a a aa a a

a

a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a

a

µ µ µ µ µ µµ µ µ

µ µ µ

−

−

= = = = = =

= = = = = = =
21 13 23 23 32 13 32 1221 22 24

33 3 34 13 34 14 41 13 43 4341 42 44

21 21 14 2

13 13 13 23 13 13 13 13 13 13 13 13 12

13 13 13 13 14 13 13 43 13 13 13 13 13 13

14 14 24

, , , , , ,

, , , , , ,

a aa a a

a s a aa a a

a

a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a

a a a

µ µ µ µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

µ µ µ

−

−

−

= = = = = =

= = = = = =

= 23 31 31 14 34 324 22 24

33 34 43 14 43 1342 14 42 12 44 4

23 3122 2 24

14 14 14 14 14 14 14 14 34 14 14

14 14 14 14 14 14 12 14 14 13 14 14

21 21 21 21 21 21 21 21 21

, , , , , ,

, , , , ,

, , , ,

a a aa a

a a aa a s

a aa t a

a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

µ µ µ

µ µ µµ µ µ

−= = = = =

= = = = =

= = = = 32 32 21 31 33 34
21 31 21 21 21 21, , ,a a aa a a a a aµ µ µ−= = =
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4341 42 42 21 41 44

31 23 31 21 33 3 34 23 34 2424

42 23 43 4341 42 44

31 3

21 21 21 21 41 21 21 21 21

23 23 23 23 21 23 23 23 23 24

23 23 23 23 43 23 23 23 23

24 24 24

, , , ,

, , , ,

, , , ,

,

aa a a

a a s aa

aa a a

a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a

µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

µ µ µ

−

−

= = = =

= = = =

= = = =

= 2 32 24 34 33 34

43 24 43 2341 24 41 21 44 4

32 33 3 34 43 43 31 4141 42 44

33

24 34 24 24 24 24

24 24 21 24 24 23 24 24

31 31 31 31 31 31 31 31 31 31 31 31 41 31 31

32

, , ,

, , ,

, , , , , , ,

a a

aa a s

a a t a aa a a

a

a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a

a a

µ µ µ

µ µ µµ µ µ

µ µ µ

−

−

= = =

= = =

= = = = = = =

= 3 34 43 43 32 4241 42 44

34 41 31 34 42 3241 42 44 4

43 4342 44 4 44 4 44

32 32 32 32 32 32 32 32 32 42 32 32

34 34 31 34 34 32 34 34

41 41 41 41 41 41 42 42 42 42 43 4

, , , , , ,

, , ,

, , , , ,

t a aa a a

a a a s

a aa a t a t a

a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

−= = = = =

= = =

= = = = = = 4

13 13 1312 12 12
31 13 13 1 3 13 1321 12 12 1 2 12 12

23 23 2314 14 14
32 23 23 2 3 23 2341 14 14 1 4 14 14

3

12 11 12 21 22 13 11 13 31 33

14 11 14 41 44 23 22 23 32 33

24

,

, ,

, ,

h r kh r k

h r kh r k

t

t tt t a r h ka r h k

t tt t a r h ka r h k

a

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

a

µµ

µµ

++

++

+ −+ −

+ −+ −

= =

= =
34 34 3424 24 24

43 34 34 3 4 34 3442 24 24 2 4 24 24
22 24 42 44 34 33 34 43 44,

h r kh r k t tt t a r h kr h ka a a a a a a a aµµ
++

+ −+ −= =
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