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Abstract 
The classification of flag-transitive designs is an important subject on algebraic combinatorics. 
And the automorphism groups of a flag-transitive 6-(v, k, 3) design are 3-homogeneous. Therefore, 
using the classification theorem of 3-homogeneous permutation groups, the classification of 
flag-transitive 6-(v, k, 3) designs can be discussed, and we prove that the automorphism groups of 
a flag-transitive 6-(v, k, 3) design are not isomorphic to affine type groups. 
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摘  要 

对旗传递设计进行分类是代数组合的重要课题。由于旗传递6-(v, k, 3)设计的自同构群是3-齐次的，我们

利用3-齐次本原置换群分类定理来研究旗传递6-(v, k, 3)设计的自同构分类问题，并证明了旗传递6-(v, k, 
3)设计的自同构群不同构于仿射型群。 
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1. 引言 

一个 t-(v, k, λ)设计 D = (X, B, I)是由 v 个点的集合 X 和它的一些 k 元子集(称为区)组成的集合 B，且

满足对于X的任意 t子集，恰好有λ个区包含它。D的自同构群G是Sym(X)的子群，满足对任意 ,g G B∈ ∈Β，

有 gB ∈Β。设计 D = (X, B, I)的一个旗是指一个点区对(x, B)，这里 ,x X B∈ ∈Β且 ( ),x B I∈ 。如果 G 作用

在 D 的区集合(点集合，旗集合)上是传递的，则称 G 是区–传递(点–传递，旗–传递)的[1]。对具有特

殊传递性的区组设计的自同构群进行分类是组合数学的一个重要课题，目前，对参数较小的旗传递设计

的自同构群的分类工作取得了较完善的成果，但当参数比较大时，研究进展明显要慢得多。我们知道，

如果一个非平凡 ( ), ,t v k λ− 设计是旗–传递的，那么参数 t ≤ 6 [2]。因此，我们可以考虑旗传递 6-(v, k, 3)
设计的自同构群的分类问题。 

主要定理: 设 D 是一个非平凡旗–传递 ( )6 , ,3v k− 设计，G 是 D 的自同构群，则 G 的基柱不同构于

仿射型群。 

2. 预备知识 

引理 2.1 ([2])设 ( ), ,D X B I= 是一个 ( ), ,t v k λ− 设计且 2λ ≥ ，则下面之一成立： 
(1) 如果 D 的自同构群 G 区–传递地作用于 D 上，则G 必点 2t   -齐次地作用于 D 上; 
(2) 如果 D 的自同构群 G 旗–传递地作用于 D 上，则G 必点 ( )1 2t +   -齐次地作用于 D 上。 
引理 2.2 设 ( ), ,D X B I= 为一个 ( ), ,t v k λ− 设计，则： 
(1) bk vr= ； 

(2)  
v k

b
t t

λ
   

=   
   

; 

(3) 如果 t = 6，那么 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 1 2 3 4 5r k k k k k v v v v vλ− − − − − = − − − − − . 
引理 2.3 ([2])在有限 3-齐次置换群中，仿射型群分为如下三类： 
(1) ( ) ( )1,8 , 1,8G AGL A L≅ Γ 或 ( )1,32A LΓ  
(2) ( ), 2 , 2G SL d d≅ ≥ ； 
(3) 4

7 , 2G A v≅ = 。 
引理 2.4 ([2])设 ( ), ,D X B I= 是一个 ( ), ,t v k λ− 设计，这里 3t ≥ ，如果 ( )G Aut D≤ 在 D 上旗传递，

那么 G 在 D 上是 2-传递的 
引理 2.5 ([3])设 ( ), ,D X B I= 是一个 ( ), ,t v k λ− 设计，则 

( ) ( ) ( )1 1 2 ,   2.v t k t k t tλ − + ≥ − + − + >  

我们将 6, 3t λ= = 代入引理 2.5 的不等式中，化简可得： 
推论 2.6 设 ( ), ,D X B I= 是一个非平凡的 ( )6 , ,3v k− 设计，则参数 k 满足下面的不等式 
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k v
 

≤ − + 
 

 

引理 2.7 ([4])如果 ( ), ,D X B I= 是一个非平凡的 ( ), ,t v k λ− 设计，那么不等式 v k t> + 成立。 
引理 2.8 ([3])设 ( ), ,D X B I= 一个 ( ), ,t v k λ− 设计。如果 ( )G Aut D≤ 旗-传递地作用于 D 上，则对任

意的 x X∈ ，都有 xr G 成立。 

引理 2.9 ([5])若 iε 表示向量空间 ( ), 2V V d= 的标准基的第 i 个向量，且 1 1 2 3, ,V ε ε ε= ，则 

( ) ( ), 2 , 2GL d SL d= 点-传递地作用于 1\V V 上。 
引理 2.10 ([2])设 ( ), ,D X B I= 是一个 ( ), ,t v k λ− 设计，则对于每一个正整数 s t≤ ，都有 

0 mod
v s k s
t s t s

λ
−  −    

≡     − −    
 

成立。 

3. 主要定理的证明 

设 ( ), ,D X B I= 是一个非平凡的旗-传递 ( )6 , ,3v k− 设计，G 是 D 的自同构群旗-传递自同构群。根据

引理 2.2，我们知道G 是一个有限 3-齐次置换群。因此，我们可以利用 3-齐次置换群分类定理讨论 G 的

类型。又由设计 D 的非平凡性，我们有 6k > 。下面讨论 G 是仿射型群的情形。根据引理 2.3，只需分三

种情形进行讨论： 
情形(1): ( ) ( )1,8 , 1,8G AGL A L≅ Γ 或 ( )1,32A LΓ  
如果 8v = ，由引理 2.4 可以推出： 8 6 2k < − = ，这与 6k > 矛盾。 
如果 32v = ，利用推论 2.6，我们得到： 14k ≤ 。于是 k 的可能取值只能是 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 和 14。

由引理 2.7，得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 3 31 30 29 28 27r k k k k k− − − − − = × × × × ×  

代入上述每一个参数 k 的值，相应地可以求出每一个 r 值。只有当 8k = 时， 31 29 27r = × × 是一个正

整数，可能满足条件；而当 7,9,10,11,12,13,14k = 时，对应的 r 值不是整数。又由于 ( )6 1 6 31xG v= − = × ，

于是 r 不能整除 xG ，这与引理 2.8 矛盾。因此，旗 -传递 ( )6 , ,3v k− 设计的自同构群不能是群

( ) ( )1,8 , 1,8AGL A LΓ 或 ( )1,32A LΓ 。 
情形(2): ( ), 2 , 2G SL d d≅ ≥ 。 
这里 2 , 2dv d= ≥ 。若 2,3d = ，即 4,8v = ，由情形(1)的证明可知，此时不存在任何非平凡 6-设计。

以下假设 3d > 。设 1 2, , , dε ε ε 是向量空间 ( ), 2V V d= 一组标准基，记 1 1 2 3, ,V ε ε ε= 为线性空间 V 的一

个三维子空间。由非平凡设计的定义，我们有 v k t> + ，即 2 12d > ，于是 3d > 。现任取子空间 1V 的一个

6- 子 集 S ， 由 于 1 2 3 1 2 2 30, , , , ,ε ε ε ε ε ε ε+ + 是 1V 的 六 个 互 异 的 元 素 ， 不 失 一 般 性 ， 记

{ }1 2 3 1 2 2 30, , , , ,S ε ε ε ε ε ε ε= + + 。同时，假设 1 2 3, ,Β Β Β 是由集合 S 生成的三个不同的区组，并记

1 2 3Φ = Β Β Β  。由于 ( ) ( ), 2 , 2GL d SL d= 点-传递地作用在集合 1\V V 上(引理 2.9)。因此，对于 1\V V 中

的某个点α ，如果 1 2 3α ∈Β Β Β  ，那么必有 

1
1 2 3

VG B B Bα ⊆   ，且 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2 3 1 2 3\ \ \ \ \V V B B B B B B⊆ Φ Φ Φ ⊆ Φ     

因此 ( )3 3 18 8 2 8dk t k v− = − ≥ − = − ，即
2 10

3

d

k +
≥ 。由引理 2.6： 
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29 93 3 2 2 2 5
2 2

d
dk v   ≤ + ≤ ⋅ + ≤ ⋅ +      

 

于是 22 10 2 2 5
3

dd +
≤ ⋅ + ，解得： 23 14 2 3 14

d

− ≤ ≤ + 。而 3d > ，故 4d = 。 

当 4d = 时， 2 16dv = = 。再由引理 2.4 可以推出 7,8,9k = 。 

当 7k = 时，取 5s = ，则
16 5 7 5

3 1 mod
6 5 6 5
−  −    

≡     − −    
，与引理 2.10 矛盾，因此不存在非平凡的 6 − (16, 

7, 3)设计。 

当 8k = 时，取 2s = ，则
16 2 8 2

3 3 mod
6 2 6 2
−  −    

≡     − −    
，与引理 2.10 矛盾，因此不存在非平凡的 6 − (16, 

8, 3)设计。 

当 9k = 时，取 5s = ，则
16 5 9 5

3 1 mod
6 5 6 5
−  −    

≡     − −    
，与引理 2.10 矛盾，因此不存在非平凡的 6 − (16,9, 

3)设计。 
因此，旗–传递 6 − (v, k, 3)设计的自同构群 G 不同构于群 ( ), 2 , 2SL d d ≥ 。 
情形(3): 4

0 7 , 2G A v≅ =  
由于 G 具有旗-传递性，根据引理 2.8，我们有 0r G 。再由引理 2.2(3)，有： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 1 2 3 4
1 2 3 4 5

v v v v v
r

k k k k k
− − − −

=
− − − − −

                             (1) 

由引理 2.4 知 16 6 10k < − = ，因此 7,8,9k = 。由条件 0 7G A≅ 有 0 7
7! 2520
2

G A= = = 。将 7,8,9k = 及

42v = 代入式(1)求得 r ，容易验证 r 不整除 0G ，矛盾。因此，这种情形可以排除。 

综上所述，一个非平凡的旗-传递 ( )6 , ,3v k− 设计的自同构群的基柱不同构于仿射型群。 
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