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Abstract 

In 2012, Cors and Roberts [1] showed that the four-body co-circular central configuration is an 
isosceles trapezoid when two pairs of adjacent masses are equal. However, their proof is very 
complicated. In this paper, we give a simpler proof by using the method of oriented areas and mu-
tual coordinates. 
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摘  要 

Cors和Roberts在2012年的文章[1]中证明了：在四体共圆中心构型中，若两对相邻质点的质量相等，则

该共圆中心构型一定是等腰梯形。但是证明方法很复杂，本文采用有向面积方法并结合相对距离坐标给

出了一个简洁证明。 
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1. 引言 

具有牛顿势的平面 N 体问题是天体力学的重要组成部分，它研究的是具有正质量 1 2 3, , , , Nm m m m

的 N 个天体，在仅受万有引力作用下的运动规律。本文仅考虑 4N = 的情况。由牛顿三大定律和万有引

力定律可知天体的运动满足： 

( )3 , 1 4i j
i i j i

i j ij

m m
m q q q i

r≠

= − ≤ ≤∑                              (1) 

其中 ( )2 1, 2,3, 4iq R i∈ = 表示第 i 个天体的位置， ij i jr q q= − 表示第 i 个天体与第 j 个天体之间的距离。 
令 ( )1 1 4 4, , , ,M diag m m m m=  ，U 为牛顿势函数 

( ) i j

i j ij

m m
U q

r<

= ∑                                    (2) 

则方程组(1)可以写成 

( )1 U q
q M

q
− ∂

=
∂
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由于在惯性坐标系下，质心做匀速直线运动或静止。故我们可以选取质心为坐标原点，即考虑空间 
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令 { }| i ji j
q q q

≠
∆ = = 表示碰撞集，通常将 \Ω ∆称为构型空间。 
定义 1.1 [2] 对于构型 \q∈Ω ∆，如果存在一常数 Rλ ∈ ，满足 

( ) ( )1
c

U q
M q q

q
λ− ∂

= −
∂

 

则称 q 为中心构型(central configuration)。 
这一等式关于平面上的旋转、伸缩及平移仍然成立，如果一个中心构型能够由另一个中心构型通过

旋转、伸缩及平移变换得到，则认为这两个中心构型是等价的。因此我们考虑中心构型时通常考虑这样

的等价类。 
对于平面四体共圆问题的中心构型(如图 1 所示)，Cors 和 Roberts [1]证明了： 
定理 1.2 [1]如果质量满足假设 1 2 3 4m m m m= ≠ = 且 \q∈Ω ∆为共圆的中心构型，则构型 q 为等腰梯形。 
Cors 和 Roberts 的证明仅从相对距离坐标入手，利用四个质点共圆的几何条件，通过复杂的计算和

证明，建立四体共圆问题的中心构型方程，然后再经过一系列的讨论和化简后，利用质量的等量关系 
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Figure 1. Planar four-body co-circular central configurations 
图 1. 平面四体共圆的中心构型 

 
证明了该结论。本文采用有向面积的方法快速建立平面四体问题的中心构型方程，再直接利用质量的大

小关系得到构型边长的大小关系，最后使用反证法给出了关于这一重要结果的一个简洁证明。 

2. 一个重要的引理 

令 
2 2 2 2 2 2

12 13 14 23 24 34, , , , ,a r b r c r d r e r f r= = = = = =                     (5) 

对 1 4i∀ ≤ ≤ ，令 i∆ 表示除去第 i 个顶点后剩余 3 个顶点所形成的三角形的面积。我们定义有向面积如

下： 

1 1 2 2 3 3 4 4, , ,∆ = − ∆ ∆ = ∆ ∆ = − ∆ ∆ = ∆                      (6) 

显然有 

1 2 3 4 0∆ + ∆ + ∆ + ∆ = .                              (7) 

从文献[3]可知 Cayley-Menger 行列式为 

0 1 1 1 1
1 0
1 0
1 0
1 0

a b c
S a d e

b d f
c e f

=                               (8) 

由于四体共面，所以相应四面体的体积为 0，故 0S = 。 
1900 年，Dziobek [4]证明了 

2 32 ,i j
ij

S i j
r
∂

= − ∆ ∆ ∀ ≠
∂

                             (9) 

令 ( ) ( )
1
2 0x x xϕ

−
= > ，则整个系统的势函数与转动惯量可分别表示为 

( ) ( )2

1 4
i j ij

i j
U q m m rϕ

≤ < ≤

= ∑                            (10) 
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其中
4

1 iim m
=

= ∑ 。 
利用 Lagrange 乘子法，Dziobek [4]给出了中心构型的一个等价刻画：中心构型是函数 

( )0U S m I Iλ µ+ − −                                  (12) 

的驻点。其中 , mλ µ 为 Lagrange 乘子， 0I 为初始转动惯量。从而对于 ( ), 1, 2,3, 4i j i j∀ ≠ = 有 

2 2 2
ij ij ij

U S Im
r r r

λ µ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂
                                (13) 

即 

( )2 32i j ij i j i jm m r m mϕ λ µ′ = ∆ ∆ +                              (14) 

令 32ν λ= ，整理得 

( )2
12 1 2

1 2

r
m m
νϕ µ′ = ∆ ∆ +                                (15) 

( )2
13 1 3

1 3

r
m m
νϕ µ′ = ∆ ∆ +                                (16) 

( )2
14 1 4

1 4

r
m m
νϕ µ′ = ∆ ∆ +                                (17) 

( )2
23 2 3

2 3

r
m m
νϕ µ′ = ∆ ∆ +                                (18) 

( )2
24 2 4

2 4

r
m m
νϕ µ′ = ∆ ∆ +                                (19) 

( )2
34 3 4

3 4

r
m m
νϕ µ′ = ∆ ∆ +                                (20) 

此外，在 2
ijr 与 i∆ 之间存在关系： 

4
2

1 2 3 4
1

,i j ij
j

t r t t t t
=

= ∆ = = =∑                             (21) 

利用这个关系，Perez 和 Santoprete 得到了下面的引理： 
引理 2.1 [5] 如果 ( )1 2 3 4, , ,q q q q q= 形成中心构型，则等式(15)-(20)中的 ,ν µ 满足关系： 0, 0ν µ> < . 

3. 定理 1.2 的证明 

在证明定理 1.2 之前，我们先介绍下面的引理。 
引理 3.1 [6] 在定理 1.2 的假设条件下， 3 1 2 40∆ < ∆ < < ∆ < ∆ 。 
引理 3.2 [6] 在定理 1.2 的假设条件下，若 3 4 0∆ + ∆ = ，即 3 4∆ = −∆ ，则构型 q 为等腰梯形中心构型。 
证明：当 3 4∆ = −∆ 时，易知 q 为梯形。再由等式(7)知 

1 2 0∆ + ∆ = ，即 1 2∆ = −∆ ， 
从而 

( ) ( )2 2
14 1 4 2 3 23

1 4 2 3

r r
m m m m
ν νϕ µ µ ϕ′ ′= ∆ ∆ + = ∆ ∆ + =  

由 ( )xϕ′ 的单调性可知 14 23r r= ，从而构型 q 为等腰梯形。 
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下面我们来证明定理 1.2。 
证明：不失一般性，我们假设 

( )1 2 3 41, 0 1m m m m α α= = = = < <  

由引理 3.2 知我们只需证明： 

3 4 0∆ + ∆ = . 
采用反证法，假设 3 4 0∆ + ∆ ≠ ，则有以下两种情况： 

(i) 3 4 0∆ + ∆ < ; 
(ii) 3 4 0∆ + ∆ > . 

首先我们考虑情况(i)： 
由引理 3.1 可知 

{ } { }3 4 1 4 2 3 1 2 1 3 2 4, 0 ,∆ ∆ < ∆ ∆ ∆ ∆ < ∆ ∆ < < ∆ ∆ ∆ ∆                      (22) 

由等式(7)知 

( ) ( ) ( )1 3 2 4 1 3 1 3 4 4 1 4 3 4∆ ∆ − ∆ ∆ = ∆ ∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∆ = ∆ + ∆ ∆ + ∆  

( ) ( ) ( )2 3 1 4 2 3 2 3 4 4 2 4 3 4∆ ∆ − ∆ ∆ = ∆ ∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∆ = ∆ + ∆ ∆ + ∆  

我们断言： 

1 4 0∆ + ∆ >  

如果 1 4 0∆ + ∆ ≤ ，则 4 1∆ ≤ −∆  
结合引理 3.1 有 

2 4 1 30 < ∆ < ∆ ≤ −∆ < −∆                             (23) 

从而 

2 3 0∆ + ∆ <  

进一步有 

1 2 3 4 0∆ + ∆ + ∆ + ∆ <  

与等式(7)矛盾。所以 

1 3 2 4 0∆ ∆ − ∆ ∆ <                                 (24) 

即 1 3 2 4∆ ∆ < ∆ ∆ 。 
又由 2 4 0∆ + ∆ > 可得 

2 3 1 4 0∆ ∆ − ∆ ∆ <                                (25) 

即 2 3 1 4∆ ∆ < ∆ ∆ 。 
从而 

3 4 2 3 1 4 1 2 1 3 2 40∆ ∆ < ∆ ∆ < ∆ ∆ < ∆ ∆ < < ∆ ∆ < ∆ ∆                      (26) 

又因为 0 1α< < ，所以 

3 4 2 3 1 4 1 2 1 3 2 42
1 1 1 1 10

α α α αα
∆ ∆ < ∆ ∆ < ∆ ∆ < ∆ ∆ < < ∆ ∆ < ∆ ∆                (27) 
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由引理 2.1 知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
34 23 14 12 13 24r r r r r rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′ ′ ′< < < < <                 (28) 

又因为 ( ) ( )
3
21 0

2
x x xϕ

−
′ = − > 关于 x 单调递增 

所以 
2 2 2 2 2 2

34 23 14 12 13 24r r r r r r< < < < <                              (29) 

即 

34 23 14 12 13 24r r r r r r< < < < <                              (30) 

又因 1 2 3 4, , ,q q q q 共圆，则 1 2 3 1 4 3 180q q q q q q∠ +∠ =  。 
由余弦定理有 

2 2 2
13 14 34 14 34 1 4 32 cosr r r r r q q q= + − ∠  
2 2 2

13 12 23 12 23 1 2 32 cosr r r r r q q q= + − ∠  

从而解得 

( ) ( )12 14 23 34 14 23 12 34
13

12 23 14 34

r r r r r r r r
r

r r r r
+ +

=
+

                         (31) 

同理可得 

( ) ( )12 23 14 34 14 23 12 34
24

12 14 23 34

r r r r r r r r
r

r r r r
+ +

=
+

                         (32) 

从而 

13 12 14 23 34

24 12 23 14 34

r r r r r
r r r r r

+
=

+
                                (33) 

由关系式(30)有 

( ) ( ) ( ) ( )12 14 23 34 12 23 14 34 14 23 12 34 0r r r r r r r r r r r r+ − + = − − >                   (34) 

从而 

13

24

1r
r

>                                      (35) 

即 13 24r r> ，与关系式(30)矛盾。 
从而情况(i)不成立。 

类似可证明情况(ii)也不成立。 
从而假设不成立，即 3 4 0∆ + ∆ = 成立，完成了定理的证明。 

4. 结束语 

本文利用有向面积，从质量的角度入手，并结合四体共圆的几何特征，给出了关于两对相邻等质量

的四体共圆中心构型为等腰梯形这一结果的一个简洁证明。在之后的研究中，我们希望利用这个方法给

出仅一对相邻质点质量相等的四体共圆中心构型为等腰梯形这一结论的不同的证明。进一步，我们希望

能在具有两对相邻等质量的平面四体中心构型这一问题的研究中得到一些新的结果。 
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