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Abstract 
The computational complexity of several combinatorial puzzles has been determined in the lite-
rature in the past few decades. We introduce the non-deterministic constraint logic (NCL) in this 
paper. As an application, we prove that Beanstalk, a Sokoban-like puzzle, is PSPACE-complete by 
reduction from NCL. 
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摘  要 

过去几十年，有许多组合谜题的计算复杂度被确定了。本文介绍了非确定性限制逻辑，并用归约为非确

定性限制逻辑的方法，证明了一种类似于推箱子的种豆游戏的计算复杂度为多项式空间完全的。 
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1. 引言 

近二三十年，许多组合谜题类的电脑游戏的计算复杂度得到广泛的研究。其中最具代表性的组合谜

题之一是推箱子游戏。推箱子又称仓库番(Sokoban)，是日本人今林宏行于 1981 年最早开发的。在推箱子

游戏中，玩家需要控制一个搬运工在二维的仓库中把多个货物箱子推到指定的存放位置。1997 年，

Culberson 通过归约为线性空间自动机问题的方法，证明了推箱子问题，即判断推箱子关卡是否有解是多

项式空间完全(一般简称 PSPACE 完全)的[1]。2005 年，Hearn 和 Demaine 给出了推箱子是 PSPACE 完全

问题的另外一个证明[2]。他们的方法是先引入了非确定性限制逻辑(Non-deterministic Constraint Logic，
缩写为 NCL)，并证明了 NCL 问题是 PSPACE 完全的。然后再把 NCL 问题归约到推箱子问题。NCL 方

法非常有效，此后又被其他学者用于证明推箱子的几个变种谜题的计算复杂度，如[3] [4]。 
除了推箱子游戏外，许多滑块类游戏(Sliding Block Puzzles)的计算复杂度也是 PSPACE 完全的。与推

箱子游戏不同的是，在滑块类游戏中，所有滑块都可以自主移动，因此，这可以作为机器人学中多机器

人路径规划的一个理论模型，在工程自动化中有重要的应用前景。文献[5]的引言部分对多机器人路径规

划问题的研究历史和相关问题的计算复杂度有一个扼要的介绍。其中有一类特殊的滑块游戏 Rush Hour，
对滑块的移动方向作了限制，有的滑块只能在二维平面中左右移动，有的滑块只能上下移动，问题是特

定的滑块能否移动到指定位置。对于 Rush Hour，如果滑块的大小都是 1 × 2 或 1 × 3，已经被证明是

PSPACE 完全的[2] [6]。但对滑块大小都是 1 × 1 的 Rush Hour 问题，其计算复杂度还是个公开问题。文

献[5]试图解决 1 × 1 的 Rush Hour 问题，也是采取了归约为 NCL 问题的方法，但是他们归约的实例中，

允许滑块移动半格，所以本质上只是证明了 2 × 2 的 Rush Hour 问题是 PSPACE 完全的。 
与滑块类游戏相关的组合谜题还有翻滚游戏(Rolling Block Puzzles)，游戏中平面的滑块被立体的 1 × 

1 × 2 的可翻滚物体替代了。这类翻滚游戏的两种变化，均被证明是 PSPACE 完全的[7] [8]，运用的也都

是 NCL 方法。 
本文将运用 NCL 方法证明一个类似于推箱子的组合谜题种豆游戏(Beanstalk)也是 PSPACE 完全的。

通过这些研究，进一步揭示这几类相关谜题的内在联系，以及探索 NCL 方法能否用于最终解决 1×1 的

Rush Hour 问题。 

2. 种豆问题和非确定性限制逻辑 

种豆游戏(Beanstalk)是 Braingle.com 网站开发的一个在线小游戏[9]，图 1 是游戏截图。 
种豆游戏是在一个由一些墙体围成的二维的格子迷宫中，控制游戏中的一个人上下左右移动，并且

推动游戏中的四种物品：铲子、种子、化肥、浇水壶，在迷宫中标记 X 的目标格子中完成种豆。标记 X
的格子和空地一样，人可以自由通过。 

要完成种豆，须做四步，即按顺序把铲子、种子、化肥、浇水壶依次推到目标格子。和经典的推箱 

Open Access

 
408 

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


刘孜文，杨超 
 

 
Figure 1. Screenshot of the Beanstalk Puzzle 
图 1. 种豆游戏截图 

 

子一样，人一次只能推动一个物品。第一步，把一个铲子推到标记 X 的目标格子，这个铲子便会从迷宫

中消失，同时目标格子会变成一个坑。人若推着种子、化肥或浇水壶可无障碍的通过标记为 X 目标格子，

如同空地一样。第二步，把一颗种子推到坑里，这颗种子便会消失，同时目标格子变成放了一颗种子的

坑。对于铲子、化肥和浇水壶，空着的坑如同空地，人推着铲子、化肥或浇水壶可以自由通过。第三步，

把一包化肥推到放入种子的坑，则这包化肥消失，同时目标格子进一步变成一颗豆苗。人推着铲子、种

子或浇水壶则可以自由通过已放入种子的坑。第四步，把最后一样物品浇水壶推到已经演化成豆苗的目

标格子，则浇水壶消失，豆苗长成一棵豆树，完成种豆。人可以推着除浇水壶之外的其它三样物品，即

铲子、种子或化肥自由通过豆苗。变成豆树后的格子如同墙体，人和其他物品不能再通过。 
原始的在线种豆游戏每个关卡只需要种豆一棵，在这种情况下，问题肯定是在多项式时间内可解的。

我们把问题推广到一个关卡需要种豆多棵的情况，定义其判定问题如下。 
定义 1：种豆问题(Beanstalk) 
实例：问题的一个实例是一个二维的关卡，关卡中有铲子、种子、化肥、浇水壶和目标格子各 n 个。 
问题：判定这个关卡是否有解，即按照上面规则是否可以完成种豆 n 棵。 
本文主要结论是证明以下定理。 
定理 1：种豆问题是 PSPACE 完全的。 
我们的方法是把文献[2]中引入的 NCL 问题归约到种豆问题。NCL 问题是定义在 3 正则的有向图上，

称之为 NCL 图。NCL 图的每条边都赋予权 1 或者 2。同时 NCL 图只有两类顶点，称为 AND 顶点和 OR
顶点。AND 顶点与两条权 1 边和一条权 2 边关联，OR 顶点则与三条权 2 边关联。两种顶点如图 2 所示，

红边表示权为 1，蓝边表示权为 2。边的方向不必和图示的例子完全一致，只要满足下文对入边权和的限

制即可。 
NCL 图必须满足一个限制：每个顶点的入边的权和必须大于等于 2。在满足这个限制的情况下，图

的有向边可以逐一地改变方向。即要求该边方向改变前和改变后，每个顶点的入边权和都大于等于 2。
现若给定 NCL 图的一个初始定向，和一个目标定向，问能否在满足限制的情况下，通过逐一改变某些边

的方向，使 NCL 图从初始定向变为目标定向。 
定义 2：非确定性限制逻辑(NCL) 
实例：给定一个 NCL 图，并给定一个初始定向和一个目标定向。 
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Figure 2. (Left) AND vertex (right) OR vertex 
图 2. (左)AND 顶点(右)OR 顶点 

 

问题：能否在满足入边权和大于等于 2 的条件下，逐一改变若干边的方向，从初始定向变到目标定向？ 
Hearn 和 Demaine 在[2]中证明了即使只考虑平面图，NCL 问题也是很困难的。 
定理 2：[2]平面图 NCL 问题是 PSPACE 完全的。 
在下一节，我们将利用定理 2 来证明定理 1。 

3. 主要结论的证明 

显然种豆问题属于 PSPACE。下面证明对平面图 NCL 问题的每一个实例 I，我们都可以按某种规则

转换为种豆问题的一个关卡 I*，使得 I 有解当且仅当 I*有解。我们先用种豆问题的局部小部件来模拟 NCL
图的边和顶点，然后用这些小部件拼接成一个完整的种豆问题的关卡。 

3.1. 模拟边的小部件 

一个模拟 NCL 图的边的小部件如图 3 所示。这是一个条半封闭的通道，两头(黑色箭头所示)将分别连

接两个顶点的小部件。整条通道被两个出入口(红色双箭头所示)分成三段，这使得以后拼接成的完整关卡是

开放性的，人可以在整个关卡中自由移动到任意地方。图 3 中标记上 1、2、3、4 的正方形分别表示铲子、

种子、化肥和浇水壶。在完成种豆之前，浇水壶可以依次在三段中转移位置。如图中，中间一段的浇水壶可

以先被推到右边一段，然后左边一段的浇水壶可以推到中间的一段。因此，在边小部件中，进入两个关联顶

点的通道，总会恰有一个被堵上。这样，就模拟了一条从被堵住的顶点指向没别堵住的顶点的一条有向边；

并且，若被堵住的那个顶点小部件另有出入口，则堵住和没被堵住的关系还可以互换，模拟了有向边方向的

改变。若边小部件内完成了种豆，则边方向就固定下来，不能再改变了；因此，应在最后阶段才完成种豆。 

3.2. 模拟顶点的小部件 

边的小部件以不同方式连接起来，就可以形成模拟 OR 顶点或者 AND 顶点的小部件。 
图 4 是模拟了 OR 顶点的小部件。OR 顶点本身可视为有三个出入口的区域(图中红色方框标识)，每

个出入口与一条边的小部件连接。如图所示，左侧和中间两条边把出入口堵住了，因此若右侧的边要想

改变状态变成堵住，则左侧和中间两条边至少有一条要先改变状态变成没有堵住出入口，否则 OR 顶点

的三个出入口都堵住，关卡就再也无法解出了。这就刚好模拟了 OR 顶点的逻辑。 
图 5 是模拟了 AND 顶点的小部件。与 OR 顶点的小部件相比，有两处不同。一是 AND 顶点本身的

区域只有两个出入口，分别直接和两条边的小部件连接。二是第三条边(左侧浅红色的边)接到中间的边的

一个出入口，从而间接地接到 AND 顶点上去。所以左侧和中间的边必须同时变化到没有堵住的状态，右

侧的边才能堵住 AND 顶点的另一个出入口。这样就模拟了 AND 顶点的逻辑。 
总之，不管是 OR 顶点小部件还是 AND 顶点小部件，要保持关卡有解的可能性，任何一个顶点区域

至少有一个出入口没有被堵住，这恰好模拟了 NCL 图的入边权和大于等于 2 的限制。 

3.3. 拼接 

现在我们完整地描述如何根据给定的一个平面图 NCL 问题的实例，构造出一个与之等价的种豆问题 
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Figure 3. Edge gadget 
图 3. 边小部件 

 

 
Figure 4. OR vertex gadget 
图 4. OR 顶点小部件 

 

 
Figure 5. AND vertex gadget 
图 5. AND 顶点小部件 

 

的关卡。对 NCL 图的每一条边，若初始时从顶点 u 指向顶点 v，则相应的边小部件就堵住顶点 u，且不

堵住顶点 v。在 NCL 的实例中，若边的初始方向与目标方向一致，则在相应的边小部件中，浇水壶都与

目标点 X 处于同一段；若边的初始方向与目标方向不一致，则浇水壶与目标点不处于同一段。考虑到边 
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Figure 6. AND vertex gadget (II) 
图 6. AND 顶点小部件之二 

 

小部件可以随意转弯，甚至可以增加段数，我们的 NCL 图又是平面图，所以把前文所描述的边小部件和

顶点小部件拼接成一个完整的关卡基本上没有太大困难。 
但是，按上述方法拼接完整的关卡，还是有一处难点出现在 AND 顶点小部件。即若有一条权 1 的边

小部件直接连接到 AND 顶点区域，并且该边小部件的目标状态对应着不堵住 AND 顶点区域。在这种情

况下，3.2 小节的图 5 所介绍的标准方法无法使用，我们需要用图 6 的方法来实现。在图 6 中，这条直接

连接 AND 顶点的权 1 边用蓝色标识，且处于堵住 AND 区域的状态。图中标记 Y 的格子表示变化成豆苗

的目标格子。若要变成不堵住状态，只能把图 6 中从下数起第二个蓝色浇水壶向下推动一格，否则会导

致关卡立刻无解。此外，从上数起第一个蓝色浇水壶形成一个单向通道，以便在下文提到的第二阶段完

成种豆后，人能够离开封闭的 AND 顶点区域。 
我们这样得到的一个种豆关卡，解关过程可分为两个阶段。第一阶段，把所有边的浇水壶都转移到

与目标点 X 在同一段的状态，这对应着把 NCL 图的边都定向到目标方向。若第一阶段无法实现，这个

种豆关卡是无解的(用逆向思维，若关卡可解，则一定可从过关状态退回到此状态)。若第一阶段实现了，

我们可以进入第二阶段，把每一条边每一段里的一组铲子、种子、化肥和浇水壶依次推到目标点完成种

豆。因为每个顶点小部件至少有一个出入口未被堵住，此时第二阶段的种豆任务是一定可以完成的。因

此原 NCL 问题的实例可解当且仅当相应的种豆关卡可解。 
综上所述，种豆问题是 PSPACE 完全的。 

4. 结语 

本文通过把 NCL 问题归约到种豆问题，证明了种豆问题是 PSPACE 完全的。这体现了 NCL 问题在

确定组合谜题的计算复杂度中的威力。与使用 NCL 问题证明滑块谜题[2] [5]或翻滚类谜题[7] [8]相比，我

们的证明中，AND 顶点小部件的设计要困难和复杂一些，这表明了推箱子类谜题具有独特之处。我们的

设计方法可以用来解决 1×1 的 Rush Hour 问题吗？另外，我们设计的 AND 顶点小部件中，有一种情况(图
6)用到了中间物品豆苗。能否找到另外的设计只用到初始物品(即铲子、种子、化肥、浇水壶)呢？这些都

是值得进一步研究的问题。 
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