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Abstract 
In this paper, Laplace equation on irregular domain is solved by MATLAB programming, which is 
the method of fundamental solutions. The result of numerical experiment shows the feasibility 
and accuracy of the meshless method. 
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摘  要 

本文借助基本解方法通过MATLAB编程实现了二维不规则区域上Laplace方程的无网格数值求解，数值实

验的结果表明了该方法的可行性和精确性。 
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1. 引言 

众所周知，Laplace 方程[1] (又称调和方程) 
2 2
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是最典型的椭圆型偏微分方程之一，它具有广泛的应用背景，例如静电学中的电势及牛顿万有引力理论

中的引力势均满足该方程。传统上人们认为有限元法擅长计算复杂区域上椭圆型偏微分方程的适定问题[2]，
但有限元法计算步骤较为复杂和抽象。与网格方法相比，无网格方法的最大优点是它不依赖于求解区域

的网格划分，从而有效避免了网格划分所需要的巨大而繁重的工作量，特别是当数值求解过程中求解区

域和边界条件随时间而变动时，无网格方法则具有传统网格方法无法比拟的优势[3] [4] [5] [6] [7]。鉴于

以上分析，本文考虑二维不规则区域上 Laplace 方程的无网格方法。 
首先利用 Laplace 算子的基本解作为基函数构造近似解，进而通过配置法利用边界条件得到数值解，

数值实验的结果表明了此方法的可行性和精确性。 

2. 基本解方法 

基本解方法是一种数值求解椭圆型方程边值问题的边界型方法，它用微分算子的基本解的线性组合

来逼近问题的解。由于基本解满足偏微分方程，只须考虑边界条件，因此属于边界型方法[8]。 
考虑边值问题 
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其中 L 是微分算子， B 是边界条件算子， ( )g x 是已知函数， D∂ 是求解区域 D 的边界。 
假设 ( ),G P Q 是微分算子 L 的基本解，则基本解方法的步骤可以简述如下： 

1) 选取中心点{ }1

n
kQ S∈ ，其中 S 是包含求解区域 D 的封闭曲面(线)； 

2) 构造 ( )
1

,
n

n k k
k

u a G P Q
=

= ∑ 用于近似原问题的解u ； 

3) 选择边界点{ }1

n
kP D∈∂ ，并令 
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特别地，当 B 为线性算子时，有 
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4) 求解上述方程组得到数值解。 

3. Laplace 方程的基本解无网格方法 

当微分算子
2 2

2 2L
x y
∂ ∂

= ∆ = +
∂ ∂

时，考虑二维 Laplace 方程的 Dirichlet 边值问题 
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由文献[9]知微分算子 L = ∆的基本解是 

( ) ( )1, ln
2π

G P Q r−
=  

其中 ( ) ( )2 2
1 2 1 2r P Q x x y y= − = − + − 。 

此时，为求数值解 nu ，只须求解线性方程组 

( )
1

ln , ,      1
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k
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其中 ( ) ( )2 2
kj j k j kr x x y y= − + − 。 

附录中给出了具体的 MATLAB 求解程序。 

4. 数值实验 

考虑二维不规则区域上 Laplace 方程的边值问题 
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( ) ( ) ( ) ( ), sin cosh , ,u x y x y x y= ∈Γ  

其中 ( ) ( ) ( )
2

2 22 2 21 1, | 1, 1 , 1
4 4 4
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 
Ω Γ = + ≤ − + ≥ + + ≥ 

 
 。求解区域的边界Γ是由一个大椭圆和

两个小圆组成。该问题的真解是 ( ) ( ) ( ), sin coshu x y x y= 。 

为衡量数值解的精度，定义最大绝对误差如下 

( ) ( )ABE max , ,i i n i ii
u x y u x y= −  

实验过程中，中心点的选择采用如下两种方案 
方案 I：在外边界(大椭圆)外部选择中心点如图 1 所示； 
方案 II：在内边界(两个小圆)的内部和外边界(大椭圆)外部分别选择中心点如图 2 所示。 
为了考察中心点个数对数值解精度的影响，表 1 和表 2 分别列出了两种方案下不同中心点个数对应

的最大绝对误差，从表中数据可以看出随着中心点个数的增加，数值解精度在不断提高，并且方案 I 的

精度明显优于方案 II。 
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Figure 1. Chosen points, numerical solution and absolute error for scheme I 
图 1. 标方案 I 的选点、数值解及误差情况 

 

 
Figure 2. Chosen points, numerical solution and absolute error for scheme II 
图 2. 标方案 II 的选点、数值解及误差情况 

 
Table 1. Comparison of ABE for scheme I 
表 1. 方案 I 的最大绝对误差比较 

中心点个数 ABE 

8 0.0589 

16 1.1669e−04 

32 1.4130e−08 

64 2.4838e−11 

128 1.5969e−12 
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Table 2. Comparison of ABE for scheme II 
表 2. 方案 II 的最大绝对误差比较 

中心点个数 ABE 

8 0.6957 

16 0.0905 

32 4.2826e−04 

64 1.5146e−07 

128 8.8548e−12 

5. 结论 

通过本文结果可以知道，对于不规则区域上椭圆型偏微分方程的边值问题，采用基本解方法求解是

方便可行的，同时启示我们构造高精度的无网格方法是值得研究的。 
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附  录 

for s=1:M 
   for t=1:M 
        q(s,t)=sqrt((node1(s,1)-node(t,1))^2+(node1(s,2)-node(t,2))^2); 
        A(s,t)=log(1/q(s,t));         
    end 
end 
alfa=A\f; 
for t=1:M 
    qq=((X-node(t,1)).^2+(Y-node(t,2)).^2).^(1/2); 
    u=u+alfa(t).*log(1./qq); 
end 
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