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Abstract 
Let G  be a connected graph. The eccentric distance sum of graph G  is defined as 

( ) ( ) ( )( )∑d
G Gv V GG v D vξ ε

∈
= , where ( )G vε  is the eccentricity of the vertex v  and ( )GD v  is the 

sum of all distances from the vertex v . In this paper, we characterize the tree with domination 
number γ  and the maximal eccentric distance sum. Some known results have been extended. 
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摘  要 

设图G 是一个简单连通图，图G 的离心距离和定义为 ( ) ( ) ( )( )∑d
G Gv V GG v D vξ ε

∈
= ，其中 ( )G vε 表示顶

点 v 的离心率， ( )GD v 表示在图G 中顶点 v 到其它所有顶点的距离和。本文刻画了控制数为 γ 且具有最

大离心距离和的树的结构。该结论是若干已有成果的推广。 
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1. 引言 
本文所有的图 ( ),G V E= 都是简单，有限，无向图。 ( , )Gd u v 是指图G 中从顶点 u 到 v 的最短路长度。

( ) ( ),G Gu VD v d u v
∈

=∑ 是指在图G 中顶点 v 到其它所有顶点的距离之和。顶点 v 的离心率 ( )G vε 是指顶点

v 到其它所有顶点的最大距离。 ( )d v 表示图G 中顶点 v 度数。度为 1 的点被称为叶点。与叶点相邻的顶

点称为支撑点。令 ( )L G 和 ( )S G 分别表示图G 的叶点和支撑点的集合。若 uv E∈ 且 ( ) ( )( )min , 2d u d v ≥ ，

则称 uv 是G 的一条非悬挂边。设 ( )uv E G∈ ， { }G uv− 是指在去掉边 uv 所得到的子图。 { }G u− 是指删去

图G 中的顶点 u 以及所有和 u 相关联的边而得到的子图。 x  指的是不大于 x 的最大整数， x  为不小于

x 的最小整数。 

2. 引理 
引理 2.1 [1].设 0 1 1 1r r d dP v v v v v v+ −=   是树 T 的一条最长路，且它的端点满足 ( ) ( )1 1T T dd v d v −≤ ，

( ){ }min | 3, 2,3, , 2T ir i d v i d= ≥ = − ，现构造一个新的树T ′  (如图 1)，令 

( ) { }{ } { }{ }1 1 1 1 1| \ , | ( ) \ ,r T r r r T r r rT T v u u N v v v v u u N v v v− + − +′ = − ∈ + ∈ ，则有 ( ) ( )d dT Tξ ξ′ > 。 

树 ( ),lP a b 是通过在路 ( )1 2 2l lP v v v l= ≥ 的两个顶点 1v 和 lv 上分别粘贴上 a 个叶点和 b 个叶点得到

的 l a b+ + 阶树。 

引理 2.2 [1]. ( )( ) ( )( )1, 1 2, 2 ,
2 2

d d d
l l l

n l n lP n l P n l Pξ ξ ξ
  − −    − − < − − < <           

 。 

设T 是一个 ( )3n n ≥ 阶树， e uv= 是T 的一条非悬挂边，设 1 2T e T T− = ∪ 且 1 2,u T v T∈ ∈ ，将 1T 中顶

点 u 与 2T 中的顶点 v 粘在一起，并在顶点 ( )u v= 上粘贴一个叶子，得到一个新树T ′，则称T ′是对T 中的

边 e uv= 做了一次边替换变换得到的。 
设T 是一个 n 阶树， e uv= 是T 的一条悬挂边，满足 ( ) ( )1, 3T Td v d u= ≥ ，设边 ( ) ( )uw E T w v∈ ≠ ，

令 { } { }T T uw vw′ = − + 。则称T ′是T 对边 uw的逆边替换变换得到的。 
 

 
Figure 1. Tree T  and T ′    
图 1. 树T 和T ′  
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引理 2.3 [2]. 设T 是一个 ( )3n n ≥ 阶树， e uv= 是一条非悬挂边，T ′是由T 对边 e uv= 做边替换变换

而得到的，那么就有 ( ) ( )d dT Tξ ξ′ < 。 

3. 主要结论 

令 ,nT γ 表示控制数为 γ 的 n 阶树组成的集合。 

引理 3.1 [1]. 在 ( ),2 4nT n ≥ 中，树 4
4 4

2 2
n nP  − −    

        
， 有最大的离心距离和。 

引理 3.2 [3]. 在 ( ),3 10nT n ≥ 中，树 7
7 7

2 2
n nP  − −    

        
， 有最大的离心距离和。 

引理 3.3 [4]. 在 ( ),4 13nT n ≥ 中，树 10
10 10

2 2
n nP  − −    

        
， 有最大的离心距离和。 

定理 1. 在 ,nT γ 的 n 阶树中，
( ) ( )

3 2

3 2 3 2
2 2

n n
P γ

γ γ
−

 − − − −   
         

， 有最大的离心距离和。 

证明：当 2γ = ， 3γ = ， 4γ = 时，分别由引理 3.1，引理 3.2 和引理 3.3 知，结论成立。 
当 5γ ≥ 时，对任意的 n 阶树T ，设树中最长的路为 0 1 dP v v v=  ，且设 ( ) ( )1 1dd v d v −≤ 。若从顶点 2v

到顶点 2dv − 中存在度数大于等于 3 的顶点，则令第一个度大于等于 3 的点为 rv ，即 

( ){ }min | 3, 2,3, , 2T ir i d v i d= ≥ = −
. 

现构造新的树 

( ) { }{ } ( ) { }{ }1 1 1 1 1| \ , | \ ,r T r r r T r r rT T v u u N v v v v u u N v v v− + − +′ = − ∈ + ∈  

则由引理 2.1 得 ( ) ( )d dT Tξ ξ′ > 。然后再从T ′中找出最长的路 P′，按照上述方法构造新的树T ′′，则

由引理 2.1 得 ( ) ( )d dT Tξ ξ′′ ′> 。一直进行下去，直到得到新树，满足对任意非叶点和非支撑点均为二度

点。不妨设两个支撑点分别与 ,a b 个叶点相邻，该新树记为 ( , )lP a b ，其中 l a b n+ + = 。不妨假设 a b≤ 。

若 1b a− > ，则由引理 2 得， 

( )( ) ( )( ), 1, 1 ,
2 2

d d d
l l l

n l n lP a b P a b Pξ ξ ξ
  − −    < + − < <           

  

即
2 2l

n l n lP  − −    
        

， 有最大的离心距离和。 

当树 ,
2 2l

n l n lP  − −    
        

的控制数为 γ ，易得 3 4 3 2lγ γ− ≤ ≤ − 。当 3 4l γ= − 或 3 3γ − 时，设顶点 u 是

与 lv 相邻的叶点，对边 1l lv v− 及点 u 用逆边替换变换得到T ′，则 ,nT T γ′∈ 。由引理 2.3 得， ( ) ( )d dT Tξ ξ′ > 。

因此 3 2l γ= − 。 

综上所述，在所有顶点数为 n 且控制数为 γ 的树中，
( ) ( )

3 2

3 2 3 2
,

2 2
n n

P γ

γ γ
−

 − − − −   
         

的离心距离

和最大，即定理 1 成立。 
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