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Abstract 
In this paper, the exp(-Φ(ξ)) method is used to construct the approximate analytical solution of 
Korteweg-de Vries Zakharov Kuznetsov (KdV-ZK) equation via the (3 + 1)-dimensional. The re-
sults of numerical example show that the method is very useful in solving nonlinear time fraction-
al differential equations. 
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摘  要 

本文主要研究(3+1)维Korteweg-de Vries Zakharov (KdV-ZK)方程的exp(-Φ(ξ))解法。利用exp(-Φ(ξ))
方法获得所研究方程的近似解析解。数值算例表明，该方法在求解非线性分数阶微分方程的近似解析解

时非常有效。 
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1. 引言 

在工程处理的各个领域中，越来越多的学者开始从事分数阶偏微分方程的研究，并且成果显著。近

几年在数学物理中出现了非线性分数阶微分方程的研究，引起了人们极大的关注。尤其是 KdV-ZK 类型

[1] [2]的方程，由于其沿水表面的行波性质和其在固体物理、等离子体物理和量子场论中的各种应用，对

KdV-ZK 方程的研究变得越来越重要。与常微分方程相比，分数阶微分方程可以推广到任意(非整数)阶。

由于其在工程和科学上的显著应用，分数阶微分方程逐渐成为当前的研究热点。 
在本文中，我们主要研究 KdV-ZK 方程的近似解析解问题。数学物理中 KdV-ZK 方程可以用来描述

耦合非线性传输线中的非线性波与水波在空间中的运动规律， Zakharov 和 Kuznetsov 在研究过程中首次

推导出该方程，且以他们的名字命名[3] [4] [5] [6]。由于大部分的 KdV-ZK 方程的精确解不容易求解出来，

目前求解方程的数值解及近似解析解算法已成为一个重要的任务，所以学者通常采用解析和数值方法对

方程进行研究。目前已经有很多求解分数阶微分方程的方法并应用到 KdV-ZK 方程的求解中[7] [8] [9] 
[10] [11]。文献[12]中提出的 ( )( )exp ξ−Φ 方法为求解分数阶微分方程的近似解析解提供了解决方案，此

方法利用齐次平衡原理[13]进行处理。 
近似解析解的获得有助于我们更好地了解此方程所表现出的物理现象。借助分数阶导数的复变换，

非线性时间分数阶微分方程可转化为整数阶的常微分方程。最近，一些强大的方法已被提出。例如，

(G'/G)-expansion 方法[14]。 
本文的目的是使用 ( )( )exp ξ−Φ 方法求解 KdV-ZK 方程的近似解析解。行文安排如下：在第 2 节中，

给出了本文将要使用的分数微积分的一些定义。在第 3 节中，给出了方法的说明和具体计算步骤。在 4
节中我们用此方法求解时间分数阶微分方程的具体算例。在第 5 节中给出文章的结论。 

2. 准备工作 

本节我们主要介绍一些文章中将用到的关于分数阶微积分的一些预备知识。具体请参考文献[15] [16] 
[17] [18]。 

定义 2.1 假设 ( )xφ 是定义在包含 0x 和 0x 领域内的所有点的区间上的函数，如果对于任意的正常数

ε ，存在正常数 p 、δ ，当 0  x x δ− < 时，有 

( ) ( )0 , 0 1x x p ηφ φ ε η− < < < ,                              (1) 

则称 ( )xφ 在 0x x= 处局部分数连续，即满足 

( ) ( )
0 0limx x x xφ φ→ = , 

因此，如果 

( ) ( ),x C a bηφ ∈ ,                                    (2) 
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其中 0 1η< < 是分形维数，则称函数 ( )xφ 在区间 ( ),a b 上局部分数阶连续。 
定义 2.2 函数 ( ) ( ): ,x R R X Xφ φ→  是指数为η的不可微函数，并关于指数η满足 Hölder 方程，则

当 ,x y X∈ 时，我们有 

( ) ( )0 , 0 1x x C x yφ φ η− < − < < .                            (3) 

定义 2.3 如果函数 ( ) ( ): ,x R R X Xφ φ→  满足 

( ) ( ) ( )0 0 0 1,x x O x x ηφ φ η− = − < < ,                           (4) 

则称 ( )xφ 是关于指数η局部分数阶连续的。 
注：函数 ( )xφ 在空间 ( ),C a bη 中，当且仅当对任意的 [ ]0 ,x a b∈ ， 0 1η< < ，满足 

( ) ( ) ( )( )0 0x x O x x ηφ φ− = − . 

定义 2.4 假设 ( ) ( ),x C a bηφ ∈ ，则 ( )xφ 在 0x x= 处的η阶局部分数导数定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )0

0

0
0

0

d
lim , 0 1

d x x
x x

x xx
x

x x x

ηη

ηη

φ φφ
φ η

→
=

∆ −
= = < <

−
,                    (5) 

其中 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0Γ 1x x x xη φ φ η φ φ− + ∆ −∆ ≅ 。 

注：如果 ( ) ( )( )x u xω ϕ=  ，则当 ( ) ( )u x h x= 时，存在 ( ) ( )( )h xηφ ， ( ) ( )1h x 和 ( ) ( )( )1 h xφ ， ( ) ( )h xη 使

得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1d
d

x
h x h x

x

η η
η

η

ω
φ= ,                              (6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1d
d

x
h x h x

x

η η
η

η

ω
φ= .                              (7) 

在 ( )( )exp ξ−Φ 方法中，等式(7)在分数阶的变换中起到至关重要的作用。 
注： 

( )
( )( )

( )11d
d 1 1

k
kkx x

x k

η η
η

η

η
η

−Γ +
=
Γ + −

， 

( ) ( )
d

d
E kx

kE kx
x

η η
η η

ηη = ， k 为常数。 

这些导数在研究高度不规则和不可微函数的分数阶可微性方面发挥着重要的作用。 

3. Exp(-Φ(ξ))方法的基本思想 

本节我们考虑非线性分数阶微分方程的一般形式： 

( ), , , , , , , , , , 0t x y z xx yy zz xy xzF u D u u u u u u u u uα =
,                        (8) 

其中 tDα 是在关与 u 关于 , , ,x y z t 的局部分数导数，  F 是 ( ), , , ,u u x y z t=  和 u 的各阶导数的多项式，其中

包含非线性项和 u 的最高阶导数。寻求分数阶微分方程的近似解析解的主要步骤如下[19]： 
步骤 1：考虑下面的非线性分数阶复变换，使用分数阶变量变换[20] [21] [22] [23]： 

( ) ( ) ( )
, , , ;

1
rtU u x y z t x y z

α

ξ ξ
α

= = + + −
Γ +

,                        (9) 
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其中 r 是一个任意的非零常数，通过在(7)中使用链式规则，我们可以得到 

d
dt t t

uD u Dα ασ ξ
ξ

= , 

tσ 称为分形指标，我们通常令 t rσ = ，其中 r 是一个常数。 
利用方程式(9)将程式(8)转化为下面的非线性常微分方程 

( ), , , 0Q U U U′ ′′ = ,                                 (10) 

其中 ' 表示U 于ξ 的导数。下面我们对方程式(10)进行逐项积分。 
步骤 2：根据 ( )( )exp ξ−Φ 的方法，方程(10)的近似解析解可以用以下的形式表示： 

( ) ( )( )( )0 exp
nN

nnU aξ ξ
=

= −Φ∑ ,                            (11) 

这里 ( )0n na a ≠ 是待定常数， ( )xΦ 满足下列辅助常微分方程： 

( ) ( )( ) ( )( )exp expξ ξ µ ξ λ′Φ = −Φ + Φ + ,                         (12) 

因此辅助方程式(12)有如下不同形式的解： 
① 当 2 4 0, 0λ µ µ− > ≠ 时， 

( )
( )

2
2

1

44 tanh
2

ln
2

cλ µλ µ ξ λ

ξ
µ

  − − − + − 
   Φ =  

 
  
 

,                   (13) 

② 当 2 4 0, 0λ µ µ− < ≠ 时， 

( )
( )

2
2

2

44 tan
2

ln
2

cµ λµ λ ξ λ

ξ
µ

  − − − + − 
   Φ =  

 
  
 

,                    (14) 

③ 当 2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− > = ≠ 时， 

( ) ( )( ) ( )( )3 ln
sinh cosh 1c c

λξ
λ ξ λ ξ

 
Φ = −   + + + − 

,                    (15) 

④ 当 2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− > ≠ ≠ 时， 

( ) ( )
( )4 2

2( 2)
ln

c
c

λ ξ
ξ

λ ξ
 + +

Φ = −  + 
,                             (16) 

⑤ 当 2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− = = = 时， 

( ) ( )5 ln cξ ξΦ = + ,                                  (17) 

其中 c是积分常数。其中平衡数 n 是通过最高阶线性项和不等式(11)的最高阶非线性项的平衡确定的。 
步骤 3：将方程(11)带到方程(10)中，把 ( )( ) ( )exp , 1,2,3,

n
nξ−Φ =  相同项的系数加在一起从而得到

一个多项式，然后令这些多项式等于 0 产生一个代数方程组，通过求解方程组构造方程(8)的近似解析解。 
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4. 数值算例 

本节我们考虑 KdV-ZK 方程 

( ) 0; 0 1t x xxx yyx zzxD u auu u a u uα α+ + + + = < ≤                        (18) 

的解，其中 a 是任意常数，为了得到最终结果，给出了以下变换： 

( ) ( ) ( )
, , , ;

1
rtU u x y z t x y z

α

ξ ξ
α

= = + + −
Γ +

,                       (19) 

其中 r 是非零常数。变换后积分方程只有ξ 一个变量，将方程(19)代入方程(18)，得到如下常微分方程： 

( )1 2 0tr U aUU c Uσ ′ ′ ′′′+ + + = , 

其中
d
d
UU
ξ

′ = 。对上式两边逐项进行积分，我们得到 

( )2 1 2 0
2t
ar U U c Uσ ′′+ + + = ,                              (20) 

其中 ' 表示U 对ξ 的导数，通过最高阶导数项U ′′和方程(20)的非线性项 2U 的平衡，我们得到平衡数 2n = 。

所以有： 

( ) ( ) ( )2
0 1 2e eU a a aξ ξξ −Φ − Φ= + + .                             (21) 

将(21)式代入到(20)式，然后把 ( )( ) ( )exp , 1,2,3,4
n

nξ−Φ = 的相同项的系数加在一起从而得到一个多项

式，再令这些多项式等于 0 得到如下代数方程组： 

( )
2

4 2
2 2e : 6 12 0

2
aaa a cφ ξ− + + = ; 

( ) ( )( )3
2 1 2 1 2e : 1 2 6 2 4 0c a a a aa aφ ξ λ λ− + + + + = ; 

( ) ( )( )
2

2 2 1
2 1 2 1 2 0 2 2e : 1 2 6 2 4 2 0

2 t
aac a a a a a aa a r aφ ξ µ λ λ λ µ σ− + + + + + + + + = ;          (22) 

( ) ( )( )2
1 2 1 2 0 1 1e : 1 2 2 4 2 0tc a a a a aa a r aφ ξ µ λµ λ λµ σ− + + + + + + = ; 

( )( )0 2 2 0
1 2 1 2 0e : 1 2 2 2 0

2 t
aac a a a a r aλµ µ λ λµ σ+ + + + + + = ; 

然后用 Maple 分组程序求解上述代数方程组，得到如下两个结果： 
结果 1： 

( ) ( ) ( ) ( )( )2

0 1 2

4 1 212 1 2 12 1 2 12 1 2
, , ,

t

cc c c
a a a r

a a a
µ λµ λ λ

σ

− ++ + +
= − = − = − = ,        (23) 

( )( )
( )

24 1 2
1t

c t
x y z

αµ λ
ξ

σ α

− +
= + + −

Γ +
,                           (24) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )212 1 2 12 1 2 12 1 2
e e

c c c
U

a a a
ξ ξµ λ λ

ξ −Φ − Φ+ + +
= − − − .               (25) 

对此结果我们有以下不同情况的 KdV-ZK 方程的精确解： 
a) 当 2 4 0, 0λ µ µ− > ≠ 时， 



王亚东，张新东 
 

 
520 

( ) ( )

( ) ( )

2

1 22 22 2

12 1 2 2 4

4 44 tanh 4 tanh2 2

c
U

a
c c

µλ µξ µ
λ µ λ µλ µ ξ λ λ µ ξ λ

 
 
 +  = − − +
    −  −− + +   − + +           

. 

b) 当 2 4 0, 0λ µ µ− < ≠ 时， 

( ) ( )

( ) ( )

2

2 22 2
2 2

12 1 2 2 4

4 44 tan 4 tan2 2

c
U

a
c c

µλ µξ µ
µ λ µ λµ λ ξ λ µ λ ξ λ

 
 
 +
 = − + +

   − −− + −  − + +         

. 

c) 当 2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− > = ≠ 时， 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

2 2

3 2

12 1 2
sinh cosh 1 sinh cosh 1

c
U

a C C C C

λ λξ µ
λ ξ λ ξ λ ξ λ ξ

 +  = − + +
 + + + − + + + − 

. 

d) 当 2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− > ≠ ≠ 时， 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

23 4

4 2

12 1 2
2 2 4 2

c C C
U

a C C

λ ξ λ ξ
ξ µ

λ ξ λ ξ

 + + +
 = − − +

+ + + + 
. 

e) 当 2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− = = = 时， 

( ) ( )
( )5 2

12 1 2 1c
U

a C C
λξ µ

ξ ξ

 +
= − + + 

+ +  
. 

结果 2： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2 2

0 1 2

2 2 1 2 4 1 212 1 2 12 1 2
, , ,

1t

c cc c
a a a r

a a a
λ µ µ λλ

σ α

+ + − ++ +
= − = − = − = −

+
,     (26) 

( )( )
( )

24 1 2
1t

c t
x y z

αµ λ
ξ

σ α

− +
= + + −

+
,                           (27) 

( ) ( ) ( ) ( )( )222 1 2
2 6 e 6e

c
U

a
ξ ξµ

ξ λ µ λ −Φ − Φ+
= − + + + ,                    (28) 

对此结果我们有以下不同情况的 KdV-ZK 方程方程的精确解： 
a) 当 2 4 0, 0λ µ µ− > ≠ 时， 

( ) ( )

( ) ( )

2
2

1 22 22 2

2 1 2 12 242
4 44 tanh 4 tanh2 2

c
U

a
c c

µλ µξ λ µ
λ µ λ µλ µ ξ λ λ µ ξ λ

 
 
 +  = − + − +
    −  −  − + +   − + +         

. 

b) 当 2 4 0, 0λ µ µ− < ≠ 时， 



王亚东，张新东 
 

 
521 

( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 22 22 2

2 1 2 12 242
4 44 tanh 4 tanh2 2

c
U

a
c c

µλ µξ λ µ
µ λ µ λµ λ ξ λ µ λ ξ λ

 
 
 +  = − + + +
    −  −− + −   − + −           

. 

c) 当 2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− < = = 时 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

2 2
2

3 2

2 1 2 6 62
sinh cosh 1 sinh cosh 1

c
U

a C C C C

λ λξ λ µ
λ ξ λ ξ λ ξ λ ξ

 +  = − + + +
 + + + − + + + − 

. 

d) 当 2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− > ≠ ≠ 时 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( )

23 4
2

4 2

2 1 2 3 3
2

2 2 2

c C C
U

a C C

λ ξ λ ξ
ξ λ µ

λ ξ λ ξ

 + + +
 = − + − +

+ + + + 
. 

e) 当 2 4 0, 0, 0λ µ µ λ− = = = 时 

( ) ( )
( )

2
5 2

2 1 2 6 62
c

U
a C C

λξ λ µ
ξ ξ

 +
= − + + + 

+ +  
. 

5. 总结 

本文研究的 ( )( )exp ξ−Φ 方法是为了解决(3+1)维时间分数阶 KdV-ZK 方程。分析得到了方程在不同

情况下的近似解析解。数值算例表明该算法是非常有效的。由于上述方法是基于齐次平衡原理，它也可

以扩展到其他分数阶偏微分方程和方程组，为齐次平衡原理提供近似解析解的解决方案。 
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