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Abstract 
We studied the RLW-Burgers equation by using a class of parametric G expansion method, and 
obtained many new explicit traveling wave solutions for the various functional forms of the equa-
tion. In fact, the parameters of the G expansion method can not only obtain the exact solutions of 
nonlinear partial differential equations, but also because of the arbitrariness of parameters, we 
can obtain more explicit traveling wave solutions for nonlinear partial differential equations. 
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摘  要 

通过运用一类含参数的G展开法对RLW-Burgers方程进行了研究，求得了该方程的多种函数形式的新显

式行波解。事实证明，此类含参数的G展开法不仅可以得到非线性偏微分方程的精确解，而且由于所含

参数的任意性，可以得到非线性偏微分方程更多类型的显式行波解。 
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1. 引言 

求解非线性偏微分方程，尤其是求得非线性偏微分方程的精确解是当前非线性问题研究的关键。近

年来，已经出现了许多求解非线性偏微分方程精确解的方法，例如 Backlund 变换法、Jacobi 椭圆函数展

开法、tanh 函数展开法、变量分离法、首次积分法等等。近期，由文献[1]提出的 ( )G G′ 展开法，是通过

假设非线性偏微分方程的解可以由一类线性常微分方程的解来表示的一种简单有效的求解非线性偏微分

方程显式行波解的方法。 
考虑可以描述河渠中水波表面传播性态的 RLW-Burgers 方程 

0t x xx x xxtu u u uu uθ δ+ − + − =                               (1) 

其中 0, 0θ δ> > 。文献[2]和文献[3]研究了该方程行波解的存在性及行波解的性质；文献[4]得到了该方程

的振荡激波解；文献[5]通过未知函数的变换及待定系数法得到了方程的显式行波解；文献[6]研究了该方

程的古典对称和势对称，并利用推广的 Tanh 函数法和 Lie 变换群得到了该方程的一系列精确解。 
本文借由 ( )G G′ 展开法的基本思想[7] [8] [9] [10] [11]，构造了一类含参数的G 展开法，即假设非线 

性偏微分方程的解具有
mG nG

G G
′+ 

 ′+ 
的多项式的形式，其中 ,m n 为任意不等的自由参数，G 是由一类非线 

性的常微分方程的显式行波解得到。运用此类展开法，得到了 RLW-Burgers 方程的多种函数形式的新显

式行波解。 

2. 含参数的 G 展开法 

将非线性偏微分方程 

( ), , , , , , 0x t xx xt ttP u u u u u u =                                (2) 

作行波变换，令 ( ) ( ),u x t u ξ= ， x ctξ = − ，则上式化为常微分方程 

( ), , , 0P u u u′ ′′ =                                    (3) 

设方程(2)的解为 

( )
0

il

i
i

mG nGu a
G G

ξ
=

′+ =  ′+ 
∑                                 (4) 

其中m n≠ 为自由参数， ( ), 0,1, 2,il a i =  为待定的常数，通过齐次平衡法可以确定参数 l ；并且要求其中

的 ( )G G ξ= 满足一类非线性的常微分方程 

( )22
1 2 3 4 0G G GG GGλ λ λ λ′ ′′ ′+ + + =                            (5) 

这里 1 2 3 4, , ,λ λ λ λ 为任意的常数。 
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对于方程(5)式，通过借助符号计算软件 Mathematica，我们得到了其以下几种情况下的解： 
① 当 1 3 3, 0λ λ λ≠ − ≠ 且 ( ) 2

2 1 3 44 0λ λ λ λ∆ = + − > 时，方程(5)的解为 

( ) ( )
3

1 3 4
2 1 3

3 1 3

1cos exp
2 2 2

G C C

λ
λ λ λ ξξ ξ λ

λ λ λ

+   −
= ∆ −    +   

                    (6) 

这里 1 2,C C 为积分常数。 
② 当 1 3 3, 0λ λ λ≠ − ≠ 且 ( ) 2

2 1 3 44 0λ λ λ λ∆ = + − < 时，方程(5)的解为 

( ) ( )
3

1 3 4
2 1 3

3 1 3

1cosh exp
2 2 2

G C C

λ
λ λ λ ξξ ξ λ

λ λ λ

+   −
= ∆ −    +   

                   (7) 

这里 1 2,C C 为积分常数。 
③ 当 1 3λ λ≠ − 且 ( ) 2

2 1 3 44 0λ λ λ λ∆ = + − = 时，方程(5)的解为 

( ) ( )
3

1 3
4

2 1 3
1 3

2 exp
2 2

G C C
λ

λ λ
λ ξξ ξ λ

λ λ
+

 −
= −  + 

                         (8) 

这里 1 2,C C 为积分常数。 
④ 当 1 3 0λ λ= − ≠ 且 4 0λ ≠ 时，方程(5)的解为 

( )
4

1
2 1 1

2
4

eexp CG C

λ
ξ

λλ ξ λξ
λ

 
 − +

=  
 
 

                             (9) 

这里 1 2,C C 为积分常数。 
⑤ 当 1 3 0λ λ= − ≠ 且 4 0λ = 时，方程(5)的解为 

( )
2

2
2 1

1

exp
2

G C Cλ ξξ ξ
λ

 
= + 

 
                              (10) 

这里 1 2,C C 为积分常数。 

3. RLW-Burgers 方程的新显式行波解 

设方程(1)有行波解 ( ) ( )u u u x ctξ= = − ，其中 c是一非零常数，从而方程(1)化为 

( )1 0c u uu u c uθ δ′ ′ ′′ ′′′+ + − − =  

对其两边进行积分，并取积分常数为零，可得 

( ) 211 0
2

c u u u c uθ δ′ ′′+ + − − =                              (11) 

设方程(1)的解为 ( )
0

il

i
i

mG nGu a
G G

ξ
=

′+ =  ′+ 
∑ ，且 ( )G G ξ= 满足方程 

( )22
1 2 3 4 0G G GG GGλ λ λ λ′ ′′ ′+ + + =  

这里 1 2 3 4, , ,λ λ λ λ 为任意常数。利用齐次平衡法，有 2 2l l= + ，可得 2l = ，则方程(1)的解表示为 

( )
2

2 1 0
mG nG mG nGu a a a

G G G G
ξ

′ ′+ +   = + +   ′ ′+ +   
                       (12) 
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由上式可以求得 ( )u ξ 的各阶导数，再结合方程(5)式，我们得到， 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ((

( ) ) ) ( ) ( )( )(

( ) ) ( )( )
( )

3
1 2 3 4 2

1 2 3 4 1 1 2
3 3

2

3 4 2 1 2 3 4 1
3

2 2
1 2 3 4 12 2 2

1 2 3 4 2
3

2 1 2 2 2

12 2 2 2

2

a mG nGu a m n
m n G G m n

mG nGm m n a m n m m n a
G G m n

m n m m n amG nGm n m mn a
G G m n

λ λ λ λ
ξ λ λ λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ
λ λ λ λ

λ

+ + − ′+ ′ = + + + − + − − ′− + − 

′+ − + + + − − − + + ′+ − 

+ + −′+ + + + − + ′+ − 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )(

( ) ( )( ) )

( )
( ) ( )( )(

( ) ( )

2 4
1 2 3 4 2 1 2 3 4

1 2 3 4 12 22 2
3 3

3

1 2 3 4 2

1 2 3 4 1 2 3 4 12 2
3

2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 3 1 3

6 2

5 2

1 3 2 2 2

4 6 2

a mG nGu a
G Gm n m n

mG nGm n m m n a
G G

m n m m n a
m n

m n m m m n m

λ λ λ λ λ λ λ λ
ξ λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ λ λ λ

+ + − + + −′+ ′′ = + + + − ′+ − −

′+ + − + + + +  ′+ 

+ − + + − + + − +
−

+ + + + − + + +( )( )(
( )( )) ) ( )

( )( ) ( )( )( )(
( )( )( ) )

( )
( )

2 4

2
2 2 2

1 2 2 3 4 2 2 2
3

2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1

2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 2

2 2
1

3

42
2 2

3

14 2 2

2 2 2 2

6 2 2 2

n

mG nGm mn n a
G G m n

m n m m n m n m mn a

mG nGm n m m n m n m mn a
G G

m n m m

m n

n

λ λ

λ λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ

λ

λ

λ

λλ λ

′+ + + + + + + ′+  −

× + + − + + + + − + + −

′+ − + + − + + + −  ′+ 
+

−

−


+
+ −( )(

( ) )
1 2 3 4 4 1

2 2 2
1 2 3 4 2

2 2 2

2

m n m m n a

m n m mn a

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

− − + +

+ + + −

 

将上面的 u 及 ,u u′ ′′分别代入(11)式，合并
mG nG

G G
′+ 

 ′+ 
的同幂次项，并令其各次幂的系数为零，我们

得到 

0mG nG
G G

′+ 
 ′+ 

: 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )(
( )( ) )

2
2 20 1

0 1 2 3 4 2 2
3 3

2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1

2 2
1 2 3 4 2

1
2

2

2 0

a a cc a m n m m n
m n m n

m n m m n m n m m n a

m n m m n a

θ δ
λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

+ + − + + − +
− −

× + + − − + + + +

+ + + − =

 

1mG nG
G G

′+ 
 ′+ 

: 

( ) ( ) ( )( )(

( )( ) )
( )

(((

( ) ) ( ) ( )( ))
( )( ) ( )( ) )

1 0 1 1 2 3 4 1
3

2 2
1 2 3 4 2 1 2 32 2

3

2 2 2
4 1 2 3 4 1 2 3 4 1

2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 2

1 2 2 2

2 2

2

6 2 2 2 0

c a a a m n m m n a
m n

cm n m m n a m n m
m n

m n m n m m n a

m n m m n m n m m n a

θ
λ λ λ λ

λ
δ

λ λ λ λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

+ + + + + − +
−

− + + − + − + +
−

+ + + + + − + + −

− + + − + + + − =
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2mG nG
G G

′+ 
 ′+ 

: 

( ) ( ) ( ) ((

( ) ) )
( )

( )((

( ) ) ( )((
( )( )) ( )( )

( ) ) )

2
1

2 1 2 3 4 1 1 2 3
3

4 2 0 2 1 2 3 4 1 22 2
3

2 2 2 2 2 2 2 2
3 4 1 1 2 2 3 3

2 2 2
1 2 3 1 2 3 4

2 2 2
4 2

1 2 2 2 2
2

3 2 2

2 4 2 3 3 4 3

4 6 6

4

0

a c a a m n m
m n

cm n a a a m n
m n

m m n a m n m mn n m

m mn n m m n m n m

m mn n a

θ λ λ λ λ λ λ λ
λ

δλ λ λ λ λ λ λ
λ

λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ

λ

+ + + − + + − + + +
−

− + + + − + + − +
−

+ − + + + + + + +

+ + + + − + + +

+ + +

=

 

3mG nG
G G

′+ 
 ′+ 

: 

( )
( ) ( )

( )

( )( ( ) ( )( ))

1 2 3 4 2
1 2 1 2 3 42 2

3 3

1 2 3 4 1 1 2 3 4

2 2

5 2

0

a ca a
m n m n

a m n m m n

θ λ λ λ λ δ λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

+ + −
− + + + −

− −

× + + − + − + + + +

=

 

4mG nG
G G

′+ 
 ′+ 

: ( )
( )

2
1 2 3 4

2 22 2
3

121 0
2

c
a a

m n

δ λ λ λ λ

λ

 + + −
 + =
 − 

 

由此我们得到了关于 ia 的代数方程组，通过借助符号计算软件Mathematica ，可得 

( )
( ) ( )

2
1 2 3 4

2 2 2
3

12

6
a

m n

δ λ λ λ λ

δ λ

+ + −
=

− ± ∆ +
 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )1 2 3 4
1 3 1 2 3 42 2

3

12
6 10 10 10 5

5 6
a m n m n m m n m n

m n

λ λ λ λ
δ θ λ δλ δλ δ θ θ λ δλ

δ λ

+ + −
= ± − ∆ − + + − + − +

− ± ∆ +
 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(

( ) ( ) ( ) )

2 2
3

0 1 2 3 42
33

22 2 2 2 2 2
1 3

2 2 2
1 2 3 4

2
3

3

4

22 2

6 1 12 12 5 5 12 6
525

1 2

12

12

3

1
6

4

2

m n m n m

a m n m n m m n
m n

m mn n n m n m

n

n

m

m

m n

θ δ λ
θλ θλ θ λ θλ

λδλ

δ δλ λ λ λ

δ λ λ λ λ δ

δ λ

λ

δ

± ∆ +
= − + + − + − +

−

− + + ∆ + + − +
− ± ∆ +

+

− + + + + + +

 

2
3

2
36

c λ
δ λ

=
± ∆ +

 

这里 ( ) 2
2 1 3 44λ λ λ λ∆ = + − 。将上面得到的 2 1 0, , ,a a a c 代入(12)式，并结合方程(5)式的解G ，我们得到了方

程(1)式的下列显式行波解： 

① 当 1 3 3, 0λ λ λ≠ − ≠ 且 0∆ > 时，
2
3

2
36

x tλξ
δ λ

= +
± ∆ +

，由(6)式，可得方程(1)的解为 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

2

1 3
1 3 42

31 2 3 4
2 22

3 1 3
1 3 4

3

1 3
1 3 4

31 2 3 4
2 2

3
1 3 4

2 tan
212

6
2 tan

2

2 tan
212

5 6
2 tan

C
m n n

u
m n C

C
m n n

m n

λ ξ
λ λ λ

λδ λ λ λ λ
ξ

δ λ λ ξ
λ λ λ

λ

λ ξ
λ λ λ

λλ λ λ λ

δ λ
λ λ λ

  ∆ −
 + − + ∆    + + −   =

− ± ∆ +   ∆ −
 + − + ∆      

  ∆ −
 + − + ∆    + + −   +

− ± ∆ + ∆
+ − + ∆

( )

( ) ( ) ( )( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )(

( ) ( ) ( )

1 3

3

3 1 2 3 4

2 2
3

1 2

2 2
1 3

3 42
33

22 2 2 2 2
2 32 2

3

2
1 2 3 4

2

6 10 10 10

12

5

6 1 12 12 5 5 12 6
525

1 2 12
6

12 3

C

m n m n m m n m n

m n m n

m n m n m

m m n
m n

m mn n n m n

m

m n

m

λ ξ
λ

δ θ λ δλ δλ δ θ θ λ δλ

θ δ λ
θλ θ

λ λ δ λ λ

λ θ λ θλ
λδλ

δ
δ

δ λ

λ

λ

δλ λ

 −
  
 

× ± − ∆ − + + − + − +

± ∆ +
+ − + + − + − +

−

− + + ∆ + +

+ − + +

−

+

+

+ +

− ± ∆

( ) )2 2
44mn n δλ+ +

 

此为方程的三角函数形式的解。 

② 当 1 3λ λ≠ − ， 3 0λ ≠ 且 0∆ < 时，
2
3

2
36

x tλξ
δ λ

= +
± ∆ +

，由(7)式，可得方程(1)的解为 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

2

1 3
1 3 42

31 2 3 4
2 22

3 1 3
1 3 4

3

1 3
1 3 4

31 2 3 4
2 2

3
1 3 4

2 tanh
212

6
2 tanh

2

2 tanh
212

5 6
2 t

C
m n n

u
m n C

C
m n n

m n

λ ξ
λ λ λ

λδ λ λ λ λ
ξ

δ λ λ ξ
λ λ λ

λ

λ ξ
λ λ λ

λλ λ λ λ

δ λ
λ λ λ

  ∆ −
 + − − ∆    + + −   =

− ± ∆ +   ∆ −
 + − − ∆      

  ∆ −
 + − − ∆    + + −   +

− ± ∆ +
+ − − ∆

( )

( ) ( ) ( )( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(
( ) ( )

1 3

3

3 1 2 3 4

2 2
3

1 2 3 4

2
1 3

2
33

22 2 2 2 2 2

1 2 3

3

4

2 32 2

anh
2

6 10 10 10 5

6 1 12 12 5 5 12 6
525

1 2 12 12

2

6

1

C

m n m n m m n m n

m n m n m m n
m n

m mn n n m n m
m n

m n m n m

λ ξ
λ

δ θ λ δλ δλ δ θ θ λ δλ

θ δ λ
θλ θλ θ λ θλ

λδλ

δ δλ λ λ λ

δ λ λ λ λ

δ
δ λ

 ∆ −
  
 

× ± − ∆ − + + − + − +

± ∆ +
+ − + + − + − +

−

− + + ∆ + + − +
− ±

+

− + + +

∆ +

( ) )2 2 2
43 4m mn n δλ+ + +

 

此为方程的双曲函数形式的解。 
③ 当 1 3λ λ≠ − 且 0∆ = 时， x tξ = + ，由(8)式，可得方程(1)的解为 



王鑫 
 

 
625 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( )

22
3 1 31 2 3 4

2 22
3 3 1 3

3 1 31 2 3 4
2 2

3 1 33

1 3 4

1 3 4

1 3 4

3 1 2

1 3

3 4
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此为方程的有理函数形式的解。 

④ 当 1 3 0λ λ= − ≠ 且 4 0λ ≠ 时，
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，由(9)式，可得方程(1)的解为 
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此为方程的指数函数形式的解。 
⑤ 当 1 3 0λ λ= − ≠ 且 4 0λ = 时， x tξ = + ，由(10)式，可得方程(1)的解为 
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此为方程的另一有理函数形式的解。 
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4. 总结 

本文构造了一类含有自由参数 ,m n 的
mG nG

G G
′+ 

 ′+ 
形式的展开法，并用其对 RLW-Burgers 方程进行 

了求解，得到了该方程的三角函数形式、双曲函数形式、指数函数形式和有理函数形式的新显式行波解。

由此可见，此类含参数的 G 展开法不仅是求解非线性偏微分方程的有效方法，而且对于可以自由选取的

参数，我们可以得到非线性偏微分方程更多类型的显式精确解。 
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