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Abstract 
For the product with the double-parameter Weibull distribution, the distribution of the “life” of 
the product based on the step-stress accelerated life testing is obtained. Then I use the maximum 
likelihood estimation to give the likelihood equations of the parameters based on the binary data. 
And the algorithm of transcendental equations is given by the multivariate dichotomy, and the 
parameter estimation of the life distribution under the normal stress is obtained by the accelera-
tion equation. 
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摘  要 

在步加应力寿命试验下，对寿命服从双参数Weibull分布的产品，通过引入该产品在此步加试验下，其
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“寿命”的分布函数，用极大似然估计法，基于成败型数据得到了有关参数的似然方程组，并用多元二

分法给出该超越方程组的求解算法，从而通过加速方程求得正常应力水平下寿命分布的参数估计。 
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1. 引言 

加速寿命试验已经广泛应用于高可靠度、长寿命的产品可靠性研究[1]。由于步加试验要比恒加试验

更能缩短试验时间、减少试验的样品量，因而更加实用、有效。但步加应力寿命试验在具体实施过程中，

往往会遇到下面两个问题：一是在试验过程中定时去观察样品，此时被观察样品只有两种状态：已经失

效或者还未失效，即我们无法知道样品的确切失效时间，这就是所谓的成败型数据[2]。何幼桦[2]对服从

指数分布的产品在步加应力寿命试验下的成败型数据的参数给出了估计；田霆等[3]对 Weibull 分布定数

截尾步加试验缺失数据场合下，给出当形状参数已知时的特征寿命的估计。但未见到有文献给出有关

Weibull 分布下步加试验的成败型数据的参数估计。二是极大似然估计是统计学中重要的参数估计方法，

尤其在处理不完全寿命的情况时，极大似然估计具有明显的优势，但经常遇见的情况是只能够列出参数

估计所满足的方程组，不仅没有解析解，就算计算出数值解也是不容易的[4]。例如三参数 Weibull 分布

的参数估计，Qiao 利用 Newton-Rphson 方法逐步求解参数的估计值[5]；Gove 采用非线性最优化方法求

解[6]；曲延碌等提出了降阶法解似然方程组[7]；杨存谋利用降阶思想，两次利用二分法解出参数[8]。最

后，戴家佳等给出了多元非线性方程组的极大似然估计算法[4]。 
由此可见，给出步加试验下，基于成败型数据的 Weibull 分布参数估计的方法及算法程序，既有理

论意义也有重要的应用价值。 

2. 成败型数据步加试验模型 

1) 设 S 是对某产品所选的加速应力，在正常应力水平 0S 和一组加速应力水平 1 2 kS S S< < < 下，共

有 n 个产品在加速应力水平 1 2, , , kS S S 下顺序进行步加寿命试验。 
2) 实验数据为成败型数据，已知其应力水平转换时间分别为 1 2 , ,, kτ τ τ 。在每个应力水平的持续时

间 ( ]1 ,i iτ τ− 内，只能观测到产品的失效数 ir ，其中 1 2 kR r r r n= + + + ≤ ，而不知 ir 个产品的失效时间。 
3) 在正常应力水平 0S 和加速应力水平 1 2 kS S S< < < 下产品的寿命分布都服从韦布尔分布

Wei( ,i im η )，其中 0im > 称为形状参数， 0iη > 称为特征寿命， 0,1, ,i k=  。由于在 0S 和 1 2, , , kS S S 下产

品的失效机理不变[8]，且形状参数 m 的变化反映了产品失效机理的变化，故有 

0 1 km m m m= = = =  

则其分布函数是 

( ) 1 exp , 0, 0,1, , .
m

i
i

tF t t i k
η

   = − − > =  
   

  

Open Access

https://doi.org/10.12677/sa.2017.63040
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


赵竑愷 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2017.63040 363 统计学与应用 
 

4) 产品的特征寿命 iη 与所施加速应力水平 iS 之间满足加速模型[1] 

( )ln , 0,1, , ,i ia b S i kη ϕ= + =   

其中 a 与 b 是待估参数， ( )Sϕ 是 S 的已知函数。 
在上面模型中，假设产品的寿命与已累积失效部分和当时应力水平有关，而与累积方式无关。即产

品在应力水平 iS 下工作 iτ 时间的累积失效概率 ( )i iF τ 等于此产品在应力水平 jS 下工作 jτ 的累积失效概

率 ( )j jF τ ，有 

( ) ( ) , , , 1, 2, , .i i j jF F i j i j kτ τ= ≠ =   

由 Weibull 分布函数得 

1 exp 1 exp
ii mm

ji

i j

ττ
η η

        − − = − −               
 

由加速方程，得 

( ) ( )e j ib S Sj
j i i

i

ϕ ϕη
τ τ τ

η
 − = =  

设参加此步加试验产品的“寿命”记为T ，那么T 的分布函数记为 ( )TF t ，可求得 

( )

( )

1
1

1 1 1
1 1

1 1 1 11

1 exp , 0

11 exp , , 2, ,

m

T

m
i i i i

T j j j jm
j j j jj i

tF t t

F t t t i k

τ
η

η η
τ τ τ τ

η ηη

− − −

= = = =

     = − − < ≤  
    


     = − − + − < ≤ =          
∑ ∑ ∑ ∑ 

 

3. 成败型步加试验数据的极大似然估计 

在 k 个应力水平的测试时间内的失效数 1 2, , , kr r r 和尚未失效数 n R− 的联合分布是多项式分布

( )1 2 1, , , , ,k kM n P P P P + ： 

( ) ( )1

1 1

1 1 1 1

1
1

1

1

1

111

1

1

1 1exp exp

exp e expj

i i i i

i j j T j T j
j j j j

m m
i i

j j
j jj j

m
i b S S

m

j

j j

m

P P t F F

ϕ ϕ

τ τ τ τ

η η
τ τ

η ηη η

τ
η

− −

= = = =

−

= =

−  − 

= =

      = < ≤ = −    
      
         = − − −                  
   = − − −  

   

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ( ) ( )1

1 1

e , 1, 2, ,j

m
i b S Sj i k

ϕ ϕτ
η

 − 
    =  

   
∑ 

 

( ) ( )1

1
1

1 1 11

1 1

11 exp

 exp e j

m
k k k

k j T j jm
j j j j

m
k b S Sj

j

P P t F

ϕ ϕ

η
τ τ τ

ηη

τ
η

+
= = =

 − 

=

        = > = − = −               
   = −  

   

∑ ∑ ∑

∑

 

由此可以写出 , ,m a b 的似然函数 
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( )

( ) ( ) ( )

1 2
2 1

1

1

1 1 1 11 1 1

, ,

exp exp exp

k

i

rr r n R
k k

r n Rm m m
k i i k

j j j

i j j j

L m a b C P P P P

y b y b y b
C

η η η

−
+

−
−

= = = =

= ⋅ ⋅ ⋅

                    = ⋅ − − − ⋅ −                 
                     

∏ ∑ ∑ ∑



 

其中 ( ) ( ) ( )1e jb S S
j jy b

ϕ ϕ
τ

− 
 = ， 

则有对数似然函数 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 1

1 11 1

, , ln , ,

ln ln exp

exp

m
k i

j
i

i j

m m
i k

j j

j j

l m a b L m a b

y b
C r

y b y b
n R

η

η η

−

= =

= =

=

     = + −    
     

     − − − −       
      

∑ ∑

∑ ∑

 

由 ( )1 1ln a b Sη ϕ= + ， 1
l
a

η
∂

=
∂

， ( )1 1
l S
b

η ϕ
∂

=
∂

，对 ( ), ,l m a b 求导得关于 , ,m a b 的似然方程组 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1

1 1 11 1

1

1 1 11 1 1 1

1

1

exp exp

exp ln exp

m m
k i i

j j
i

i j j

m m m
i i i

j j j j

j j j

i

j

y b y bl r
m

y b y b y b y b

y

η η

η η η η

−
−

= = =

−

= = =

−

=

       ∂     = − − −        
∂             

               ⋅ − ⋅ − −            
               

⋅

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

11 1 1 1

1
1

1 1 11 1

1 11 1

ln ln 0

exp exp

exp

m m
k

j j j j

j

m m
k i i

j j
i

i j j

m
i i

j j

j j

b y b y b y b
n R

y b y bl r
a

y b y b
m

η η η η

η η

η η

=

−
−

= = =

= =

        − − =       
       

       ∂     = − − −        
∂             

    ⋅ − ⋅   
     

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1 1

1

1 11 1

1
1

1 1 11 1

1

1 1

exp

0

exp exp

exp

m m
i

j

j

m m
i k

j j

j j

m m
k i i

j j
i

i j j

i
j

j

y b

y b y b
m m n R

y b y bl r
b

y b

η

η η

η η

η

−

=

−

= =

−
−

= = =

−

=

      − −      
      

   ⋅ + − =    
    

       ∂     = − − −        
∂             

⋅ −

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

1
1 11 1

1 1
1 11 1

exp

0

m m m
i i

j j j

j jj

m m
i k

j j j j

j jj j

y b y b y b
m S

y b

y b y b y b y b
m S m n R S

y b y b

ϕ
η η

ϕ ϕ
η η

−

= =

= =

























     ′          ⋅ − − −           
               

 ′   ′    
⋅ − + − − =      

         


∑ ∑

∑ ∑

















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其中， ( )jy b′ 为 ( )jy b 关于 b 导数， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 e jb S S

j j jy b S S
ϕ ϕ

τ ϕ ϕ
 −  ′ = −  。 

此方程组为超越方程组，用数值方法可解得 , ,m a b 的极大似然估计值 ˆˆ ˆ, ,m a b 。 
则正常应力水平 0S 下， 0η 的估计可由加速方程获得 

( ){ }0 0
ˆˆ ˆexp a b Sη ϕ= +  

4. 二分法求极大似然估计值 

设一个三元超越方程组可以写为 

( )
( )
( )

2

1

3

, , 0 (1)

, , 0 (2)

, , 0 (3)

g m a b

g m a b

g m a b

=


=
 =

 

取定 0m 为变量 m的初值，将 0m 分别带入方程(1) (2)，有 

( )1 0 , , 0g m a b =                                     (4) 

( )2 0 , , 0g m a b =                                     (5) 

则算法如下： 
1) 设定 m的取值范围 ( )0 1,m m ，对于产品寿命问题一般有1 10m< < ，因此取 0 1m = ， 1 10m = ； 
2) 对于给定的初值 0m 和 1m ，迭代分别求出对应 0m 和 1m 的(4)、(5)两个方程的解 ( )0 0a m 、 ( )0 0b m 和

( )1 1a m 、 ( )1 1b m ； 
3) 由方程(3)，有 ( ) ( ) ( )( )3 0 3 0 0 0 0 0, ,g m g m a m b m= 和 ( ) ( ) ( )( )3 1 3 1 1 1 1, ,g m g m a m b m= ，判断 ( )3 0g m 和

( )3 1g m 是否异号，若异号，继续步骤(4)，否则，重新选取初值计算； 

4) 令 0 1
2 2

m mm +
= ，求出对应 2m 的 ( )3 2g m ； 

5) 若 ( ) ( )3 0 3 2 0g m g m < ，则 1 2m m= ，否则， 0 2m m= ； 
6) 若 1 0m m ε− < ，停止计算，否则，转步骤(4)。 

( ) ( )2 2 2 2 2, ,m a m b m 就是所求方程组的解。 

5. 结论 

本文解决了由于实验条件限制，只能在试验中知道失效数目而不知失效的具体时间的成败型数据，

在步加应力加速寿命试验下，Weibull 分布参数的估计问题，给出了参数的估计方法和算法实现，对于此

种实际问题可以直接应用，非常方便。 
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