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Abstract 
As a novel sampling, coding and decoding theory, compressed sensing has been a powerful tool 
which was widely used to the fields of image processing, pattern recognition, automatic control, 
biological sensors and so on. Based on the Barzilai-Borwein (B-B) gradient projection for sparse 
reconstruction (GPSR-BB), this paper proposed a new algorithm by using predictor-corrector 
technique for solving compressed sensing problem fast. In the new algorithm, a predicted point 
was first generated by traditional gradient projection and then a new iteration point was obtained 
with B-B method according to the predicted point. In our algorithm, the calculation of a single ite-
ration is also simple, and by using predictor-corrector technique, the iteration point may be closer 
to the solution of the problem, thereby the number of the iteration would be reduced. Numerical 
results show that the running time of the new algorithm is less than GPSR-BB for some randomly 
generated test problems.  
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摘  要 

压缩感知理论作为一种全新的信号采集、编解码理论，已被广泛地应用于图像处理、模式识别、自动控
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制和生物传感等领域，并展现出强大的力量。为了更快速地求解压缩感知问题，在稀疏信号重构的

Barzilai-Borwein (B-B)梯度投影(Barzilai-Borwein Gradient Projection for Sparse Reconstruction, 
GPSR-BB)算法的基础上，采用预测校正的技巧，提出了一种改进的梯度投影算法。该算法首先由常数步

长的梯度投影产生一个预测点，再根据预测点及B-B方法计算步长得到新的迭代点。新算法单步迭代计

算同样简单，且采用预测校正技巧可使迭代点更接近问题的解，从而可望减少算法的总的迭代次数。对

随机生成的测试问题进行数值实验，数值结果表明新算法的运行时间要少于GPSR-BB算法。 
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1. 引言 

在信号处理中，为了能准确地重构原始信号，由奈奎斯特(Nyquist)采样定理可知，传统的系统采样

频率至少为信号带宽的两倍。而随着信息时代的高速发展，人们对信息量的需求与日俱增，因而信号的

带宽越来越大，这就对传统的信号采样、存储、处理和传输提出了挑战。2006 年，Donoho 和 Candès 等
几乎同时独立地提出了一种全新的信号处理技术——压缩感知(Compressed Sensing, CS)理论[1] [2]。CS
理论与传统信号处理技术有着本质的不同。传统的信号处理技术，如奈奎斯特采样，是对信号先采样后

压缩，而 CS 技术则是将信号或数据的采样和压缩同时进行，从而提高了效率。CS 理论的基本思想是：

若原始信号是稀疏的，则可利用一个测量矩阵，通过线性变换将高维的原始信号压缩成一个低维的测量

信号，再由这个低维的测量信号，采用某种有效的重构算法，可以很高概率的恢复原始信号。此外，若

原始信号是非稀疏的，则需要找一个正交变换，使其在该变换基矩阵下具有稀疏表示。目前关于信号稀

疏表示的研究方法主要有傅里叶分析、小波分析和多尺度几何分析[3]等。CS 一经提出，就受到广泛关注，

并在图像去噪[4]、人脸识别[5]、雷达成像[6]、核磁共振成像[7]等领域取得了成功的应用。 
由 CS 理论可知，稀疏信号重构的关键在于测量矩阵的构造和重构算法的设计。陶哲轩和 Candès [8] 

[9] [10]证明了当测量矩阵满足限制等距性质(Restricted Isometry Property, RIP)条件时，可通过某种重构算

法恢复原始信号，并证明了部分正交矩阵满足 RIP 条件，而随机高斯矩阵、随机伯努利矩阵等都能以极

高的概率满足该条件。最近，文[11] [12]又对该条件进行了改进，将其中的参数取值范围进一步放宽。 
目前，压缩感知的重构算法主要可分为贪婪追踪算法和凸优化算法两大类。贪婪追踪算法包括匹配

追踪算法(Matching Pursuit, MP) [13]、正交匹配追踪算法(Orthogonal Matching Pursuit, OMP) [14]和稀疏度

自适应的匹配追踪算法(Sparsity Adaptive Matching Pursuit, SAMP) [15]等；凸优化算法包括基追踪算法

(Basis Pursuit, BP) [16]、迭代阈值算法(Iterative Thresholding, IT) [17]、迭代硬阈值算法(Iterative Hard 
Thresholding, IHT) [18]、梯度投影算法(Barzilai-Borwein Gradient Projection for Sparse Reconstruction, 
GPSR-BB) [19]、交替方向算法(Alternating Direction Method, ADM) [20]和邻近梯度算法(Proximal Point 
Algorithm, PPA) [21]等。 

这两类算法各有千秋，互有长短。贪婪追踪算法是对稀疏非凸优化问题进行求解，实质上是通过局

部最优化对原始稀疏信号的一个逐次逼近过程，其迭代易于理解和实现，因而倍受青睐。然而其不能保
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证全局收敛性，且解的精度不高。此外，匹配追踪和正交匹配追踪算法计算量最小，但需要事先知道信

号的稀疏度。稀疏度自适应匹配追踪算法可以通过设置终止条件来使稀疏度自适应，但迭代次数多，运

算量较大。凸优化算法是对松弛的凸优化问题进行求解，迭代的理论和计算相对复杂一些，但无需事先

知道信号的稀疏度，且只需更少的测量数量就能获得更高精度的解。在众多的凸优化重构算法中，

GPSR-BB 算法因其迭代过程相对简单易行，求解较快，且容易实现热启动(warm-start)，而在实际应用中

得到广泛的关注。本文在 GPSR-BB 算法的基础上，结合预测校正技术，提出了一种改进的 GPSR-BB 算

法，即预测校正的梯度投影算法(Predictor-Corrector Gradient Projection with Barzilai-Borwein, PCGP-BB)，
数值实验结果表明 PCGP-BB 算法比 GPSR-BB 算法更有效。 

2. 压缩感知的凸优化模型 

众所周知，CS 中的稀疏信号重构问题可描述为如下稀疏优化模型： 

0min        s.t. ,
nx∈

=x Ax y
�

                               (1) 

其中 0x 表示向量 x 中非零元素的个数， ( )m n m n×∈A � � 为测量矩阵， 0 m= ∈y Ax � 为原始稀疏信号
0 n∈x � 经压缩后的观测值。式(1)是一个 NP-hard 的问题[22]。而 Tao 和 Candès 在文献[9]中指出，当测

量矩阵 A 满足 RIP 条件时，式(1)等价于如下松弛的凸优化模型，即基追踪问题(Basis Pursuit Problem) 

1R
min         s.t. ,

nx∈
=x Ax y                                (2) 

其中 1 ii= ∑x x 为 x 的 l1 范数，它是 0x 的凸包络。 
若观测向量 y 受到稠密的小的噪声(如高斯白噪声)干扰时，很自然地可将式(2)进一步松弛为如下凸

优化模型： 

1 2R
min       s.t. ,

nx
ε

∈
− ≤x Ax y                              (3) 

其中 ε 为非负参数， 2x 表示向量 x 的 l2 范数。 
式(3)是一个二阶锥约束的凸优化问题，而由凸分析可知，存在 0τ > ，使得式(3)等价于如下 1 2l l− 混

合范数最小化问题： 

2
2 1

1min
2nx

τ
∈

− +Ax y x
�

                                (4) 

实质上式(4)是式(3)的 Lagrange 形式，其中τ 被称为正则因子。 

3. 改进的梯度投影法 

式(4)是不可微的问题，不能直接采用梯度算法求解。Figueiredo, Nowak 和 Wright 在文献[19]中将其

转化为如下非负约束的凸二次规划问题： 

( ) T T1min
2

s.t.         0,

F = +

≥

z z Bz c z

z
                               (5) 

其中
 

=  
 

u
z

v
， T=b A y ， 2nτ

− 
= +  

 

b
c

b
1 ，

T T

T T

 −
=  

− 

A A A A
B

A A A A
， ( )+=u x ， ( )+= −v x ， 

( ) ( ) ( )( )T
1 , , nx x

+ + +
=x � ， ( ) { }max ,0i ix x

+
= ， ( )T

2 1,1, ,1n = �1 。 

求解式(5)的梯度投影法的一般迭代格式为 ( )( )1k k k kFα+ +
= − ∇z z z ，其中 ( )F∇ = +z Bz c 为 ( )F z 的梯
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度， 0kα > 称为步长。文[19]根据前两个迭代点 1k −z 和 kz 采用 Barzilai-Borwein 方法计算步长 kα ，提出了

GPSR-BB 算法。GPSR-BB 算法包括单调的和非单调的两种，其计算简单有效，在实际应用中表很好，

尤其是非单调的 GPSR-BB 算法求解更为快些。然而，GPSR-BB 算法对于初始点的取值很敏感，当初始

点为 0 时，效果很好，而初始点取值不为 0 时，则效果不佳，甚至求解失败。而采用常数步长规则(即令

k hα ≡ ，h 为正的常数)的梯度投影法计算最简单且不依赖于初始点的选取，但需要较多的迭代次数。因

此，本文将非单调的 GPSR-BB 算法和常数步长的梯度投影法进行结合，并利用预测校正的技巧，先由当

前迭代点 kz 采用常数步长的梯度投影法计算得到一个预测点 ( )( )k k kh F
+

= − ∇z z z� ，然后再根据 kz� 和 kz 采

用 B-B 方法计算步长 kα ，从而可得到下一个迭代点 ( )( )1k k k kFα+ +
= − ∇z z z 。由于采用了预测校正技术，

新算法可望比 GPSR-BB 算法需要更少的迭代此数，从而可减少总的计算时间，且新算法对于初始点不为

0 时亦可成功求解。 
显然 ( )F∇ z 是 Lipschitz 连续的且 Lipschitz 常数 2L = B 。因为 

( )
T T T

T T T

   −
= = −   

− −   

A A A A A
B A A

A A A A A
 

所以有 ( ) ( ) ( )( )T T 2T
2 222 2

, , , , 2 2L = = − − = − − = =B A A A A A A A A AA A 。若 A 是行正交的，则

有 2 1=A ，因而有 2L = 。此外，由凸优化的梯度投影法的收敛性[23]可知，当 0 2h L< < 时，常数步长

的梯度投影法收敛，而且若式(5)是强凸的，则取 1h L= 时收敛最快且为线性收敛。虽然式(5)是非强凸的，

但本文仍然取 1h L= 进行计算。PCGP-BB 算法步骤如下 
步骤 1：(初始化)给定 0z ， minα ， maxα ， maxk (迭代次数上限)，令 0k = ； 
步骤 2：若 maxk k>  或 收敛终止条件满足， 算法终止； 
步骤 3：计算预测点 ( )( )k k kF L= −∇z z z� ， k k kδ = −z z� � ， T

k k kγ δ δ= B� � ； 
步骤 4：计算步长：若 0kγ = ，则令 maxkα α= ；否则，令 { }2

min max2
mid , ,k k kα α δ γ α= �  

步骤 5：更新迭代点 ( )( )1k k k kFα+ +
= − ∇z z z ，令 1k k= + ，转步骤 2； 

显然，PCGP-BB 算法每次迭代计算的关键在于梯度 ( )F∇ = +z Bz c 和 Tγ = B� �δ δ 的计算。由于

( )( )
( )( )

TT T

T T T

 − −    = =    − − −    

A A u vuA A A A
Bz

vA A A A A A u v
以及

( )( )
( )( )

T

T

 − −
 =
 − − − 

A A u u v + v
B

A A u u v + v

� �
�

� �
δ ， 

( ) ( ) ( ) 2TT T
2

γ = − − − − = − −B u u v + v A A u u v + v A u u v + v� � � � � � � �= δ δ ，因而可知其主要计算量为矩阵 T,A A 与

向量的乘积运算，故而其单步迭代的计算复杂度为 ( )O mn ，与 GPSR-BB 算法的单步迭代计算复杂度一

样，同样简单易于实现。 

4. 数值结果 

在本节中，我们考虑一个典型的压缩感知问题[19] [24]，通过一个长度为 m 的测量向量 y 来恢复出

长度为 n 的原始信号。其中 1024m = ， 4096n = ，原始信号包含 160 个随机 1± ， en 是方差为 410− 和均值

为零的高斯白噪声。此外，采用文献[24]中的建议，取 T0.1τ
∞

= A y ，并和文献[19]一样，先按照独立同

分布的标准高斯分布随机产生测量矩阵 A，然后对其行正交化，并采用终止条件： ( )( )
2

min , tolpF∇ ≤z z ，

其中 2tolp 10−= 。此外，我们取 2L = ， 0 1α = ， 30
min 10α −= ， 30

max 10α = ， max 1000k = 。 
在 MATLAB R2013b 的平台上进行数值试验，计算机是 Windows 7 操作系统，内存为 8 GB，处理器

为 Intel Core i5-4460 3.20 Ghz 和 16 位十进制精度的个人电脑。代码 PCGP-BB 与 GPSR-BB (包括单调和

非单调)分别代表预测校正的梯度投影算法和 B-B 步长的梯度投影算法的程序。分别用 PCGP-BB 与

GPSR-BB 求解并比较其迭代次数和 CPU 时间。表 1 和表 2 分别给出了初值 0 =z 0 和 ( )0 rand ,1n=z 时， 
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Table 1. Iterations and CPU times for PCGP-BB and GPSR-BB (Average over ten runs, 0 =z 0 ) 
表 1. PCGP-BB 和 GPSR-BB 的迭代次数和 CPU 时间(取十次的平均值， 0 =z 0 ) 

算法 迭代次数 CPU 时间(秒) 

PCGP-BB 16 0.1527 

非单调的 GPSR-BB 18 0.1758 

单调的 GPSR-BB 21 0.2029 

 
Table 2. Iterations and CPU times for PCGP-BB and GPSR-BB (Average over ten runs, ( )0 rand ,1n=z ) 

表 2. PCGP-BB 和 GPSR-BB 的迭代次数和 CPU 时间(取十次的平均值， ( )0 rand ,1n=z ) 

算法 迭代次数 CPU 时间(秒) 

PCGP-BB 29 0.2952 

非单调的 GPSR-BB - - 

单调的 GPSR-BB 38 0.3876 

 
PCGP-BB 和 GPSR-BB 的迭代次数和 CPU 时间(以十次测试的平均值为准)，其中 ( )rand ,1n 是 Matlab 随

机向量生成函数。由于采用相同的最优性条件作为终止条件，这三者的均方误差基本相同，因而未在表

中列出。由表 1 和表 2 可知，就所测试的问题，PCGP-BB 的迭代次数和 CPU 时间均少于 GPSR-BB，而

当随机取初值时，非单调的 GPSR-BB 甚至求解失败，表 2 中“-”表示迭代次数超过迭代上限仍未能终

止。 

5. 结语 

压缩感知利用原始信号的稀疏性，通过求解稀疏优化问题来恢复原始信号。Stephen Wright 等人提出

的稀疏信号重构的 B-B 步长的梯度投影(GPSR-BB)算法简单有效，受到广泛关注。本文在 GPSR-BB 算法

的基础上，提出了预测校正的梯度投影法。数值结果表明新算法比 GPSR-BB 算法的求解效率要稍好些，

且取不同初值时均可有效求解。 
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