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Abstract 

We study the growth of solutions of higher order complex differential equations by using Nevan-
linna theory of meromorphic functions. Some estimations of growth of solutions of the equation 
are obtained which are improvements of previous results. 
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摘  要 

本文利用亚纯函数的Nevanlinna理论研究了高阶复微分方程解的增长性，得到了方程解的增长性的一些

估计，这些结果推广了已有的结果。 
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1. 引言和主要结果  

本文使用亚纯函数的 Nevanlinna 理论的标准记号，具体细节参看文献[1] [2] [3]。对复平面上的亚纯

函数 ( )f z ，用 ( ) ( ),f fρ µ 分别表示亚纯函数 ( )f z 的级、下级，回顾具体定义如下： 
定义 1：设 ( )f z 为复平面上的亚纯函数，则 ( )f z 的级、下级分别定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( )log , log ,
limsup , liminf

log logrr

T r f T r f
f f

r r
ρ µ

+ +

→∞→∞
= =  

为了更加精确刻画快速增长的亚纯函数的增长性，超级是一个常用的度量。 
定义 2：设 ( )f z 为复平面上的亚纯函数，则 ( )f z 的超级、下超级分别定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

log log log log
limsup , liminf

log logrr

T r, f T r, f
f f

r r
ρ µ

+ + + +

→∞→∞
= =  

另外，我们还需要下面的定义。 
定义 3：集合 [ )0,E ⊂ +∞ ，则 E 的 Lebesgue 线性测度为 ( ) d

E

m E t= ∫ ，集合 [ )1,F ⊂ +∞ ，则 F 的对数

测度为 ( ) d
l

F

tm F
t

= ∫ 。集合 [ )0,E ⊂ +∞ 的上密度和下密度定义如下： 

[ ]( ) [ ]( )0, 0,
dens limsup , dens liminf

rr

m E r m E r
E E

r r→∞→∞
= =

 

 

集合 [ )1,F ⊂ +∞ 的上对数密度和下对数密度定义如下： 

[ ]( ) [ ]( )1, 1,
log dens limsup , log dens liminf

log log
l l

rr

m F r m F r
F F

r r→∞→∞
= =

 

 

本文主要研究线性微分方程， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1 0 0k k
kf A z f A z f A z f−
− ′+ + + + =                     (1.1) 

解的增长性问题，其中 ( )jA z 是整函数， 0,1, , 1j k= − 。下面先回顾两个典型的结果。 
定理 A [4]：设 ( )jA z 是整函数， 0,1, , 1j k= − ，若 ( ){ } ( )0max : 0jA j Aρ ρ≠ < ，则方程(1.1)的任意

非平凡解是无穷级。 
定理 B [5]：设 ( )jA z 是整函数， 0,1, , 1j k= − ，若存在一个 { }0,1, , 1s k∈ − ，使得 

( ){ } ( ) 1max :
2j sA j s Aρ ρ≠ < ≤ ，则方程(1.1)的任意非平凡解是无穷级。 

从定理 A 和定理 B，方程(1.1)解的增长性遗留的主要问题是：若主导系数为 ( )sA z 且 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2017.76058
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


覃智高，龙见仁 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2017.76058 449 理论数学 
 

( ) { }1 , 1,2, , 1
2sA s kρ > ∈ − ，方程(1.1)的任意非平凡解是否为无穷级?国内外很多学者关注了这个问题，

并且获得了很多结果。参看文献[6]-[13]等。这里我们陈述几个与本文相关的结果。 
陈宗煊和杨重俊 2000 年在文献[12]中估计了方程(1.1)无穷级解的超级。 
定理 C [12]：设 ( )jA z 是整函数， 0,1, , 1j k= − ，若 ( ){ } ( )0max : 0jA j Aρ ρ≠ < < +∞，则方程(1.1)

的任意非平凡解 f 满足 ( ) ( )2 0f Aρ ρ= 。 
定理 D [12]：设 ( )jA z 是整函数， 0,1, , 1j k= − ，若存在一个 { }0,1, , 1s k∈ − ，使得 

( ){ } ( ) 1max :
2j sA j s Aρ ρ≠ < < ，则方程(1.1)的任意非平凡解 f 满足 ( ) ( )2 sf Aρ ρ= 。 

在文献[13]中涂金等人证明了下列结论： 
定理 E [13]：设 ( )jA z 是整函数， 0,1, , 1j k= − ，若 ( ){ } ( ) ( )0 0max : 0jA j A Aρ µ ρ≠ < < < +∞，则

方程(1.1)的任意非平凡解 f 满足 ( ) ( ) ( ) ( )0 2 2 0A f f Aµ µ ρ ρ= ≤ = 。 
特别地，若 ( ){ } ( ) ( )0 0max : 0jA j A Aρ µ ρ≠ < = < +∞ ，则方程 (1.1) 的任意非平凡解 f 满足

( ) ( ) ( )2 2 0f f Aµ ρ ρ= = 。 
定理 F [13]：设 ( )jA z 是整函数， 0,1, , 1j k= − ，若存在 { }0,1, , 1s k∈ − ，使得 

( ){ } ( )0
1max : 0,
2jA j s Aρ µ≠ < < 且 ( )sA z 有一个有穷亏值，则方程 (1.1)的任意非平凡解 f 满足

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 2 0max , sA f A Aµ ρ ρ ρ≤ = 。 

定理 F 使用了系数的下级增长性去刻画方程解的增长性。根据 ( )sA z 有一个有穷亏值，知 ( ) 1
2sAµ ≥ ，

从而表明 ( ){ } ( ) ( )0
1max : 0,
2j SA j s A Aρ µ µ≠ < < ≤ 。 

最近文献[14]采用了两个系数的下级增长性去研究复微分方程解的增长性，本文利用这个思路研究了

方程(1.1)解的增长性，得到了相比[14]更广泛的结果。 
定理 1：设 ( )jA z 是整函数， 0,1, , 1j k= − ，若存在 { }0,1, , 1s k∈ − ，使得 

( ){ } ( )0max : 0,jA j s Aρ µ≠ < 且 ( ) ( )0sA Aµ µ< ，则方程(1.1)的任意非平凡解 f 满足 ( ) ( )2 0f Aρ µ≥ 。 
定理 2：设 ( )jA z 是整函数， 0,1, , 1j k= − ，若存在 { }0,1, , 1s k∈ − ，使得 

( ){ } ( ) ( )0
1max : 0,
2j sA j s A Aρ µ µ≠ < < < ，则方程(1.1)的任意非平凡解 f 是无穷极。 

注：定理 1 和定理 2 表明方程(1.1)的任意非平凡解为无穷级，同时也表明主导系数的级大于
1
2
是可

能的。 

2. 引理 

引理 1 [15]：设 ( )f z 是超越亚纯函数， 1α > 是常数，对任意给定的 0ε > ，存在对数测度有穷的集

合 [ )1 1,E ⊂ +∞ 和常数 0B > ，B 依赖于α 和整数 ,m n ，0 m n≤ < ，使得对任意满足 [ ] 10,1z r E= ∉  的 z 有： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ),
log log ,

n mn

m

f z T r f
B r T r f

rf z
αα

α
−

 
≤  

 
 

引理 2 [15]：设 f 是级为有穷的超越亚纯函数，对任意给定的实常数 0ε > ，及两个整数 ,k j ，且

0k j> ≥ ，则下列结论成立： 
1) 存在对数测度有穷的集合 ( )0,E ⊂ +∞ ，使得对任意满足 z E∉ 的 z 有， 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )1
k

k j f
j

f z
z

f z
ρ ε− − +≤  

2) 存在对数测度有穷的集合 ( )0,F ⊂ +∞ ，使得对任意满足 z F∉ 的 z 有， 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
k

k j f
j

f z
z

f z
ρ ε− +≤  

引理 3 [14]：设 ( ) ( ): 0, 1,T +∞ → +∞ 是下级 µ 为有穷且单调递增的非常数函数，即 

( )log
liminf

logr

T r
r

µ
→∞

= < +∞  

对 1µ µ> ，定义 

( ) ( ){ }1
1 1:E r T r rµµ = ≥ <  

则 ( )( )1log dens 0E µ > 。 
引理 4：设 ( )jA z 是整函数， 0,1, , 1j k= − ，若存在 { }0,1, , 1s k∈ − ，使得 

( ){ } ( )0max : 0,ja A j s Aρ µ= ≠ < 且 ( ) ( )0sA Aµ µ< 。 令 ( ){ }max , sb a Aµ= ， 则 对 任 意 给 定 的

( )00,
2

A bµ
ε

 −
∈ 
 

，存在一个上对数密度大于 0 的集合 [ )1,E ⊂ +∞ ，使得对任意的 r E∈ 有： 

( ), b
sT r A r ε+<                                     (2.1) 

( ), , 0,b
jT r A r j sε+< ≠                                  (2.2) 

( ) ( )0
0, AT r A rµ ε−>                                    (2.3) 

证明：对任意给定的
( )00,

2
A bµ

ε
 −

∈ 
 

，由 ( ) , 0,jA b j sρ < ≠ ，及级的定义知，存在常数 0 1r > ，使

得当 0r r> 时，有 

( ), , 0,b
jT r A r j sε+< ≠  

又 ( )sA bµ < ，对上述给定的 ε ，由引理 3，存在集合 ( ) ( ){ }1: , b
sE b r T r A r ε+= ≥ < ，满足 

( )( )log dens 0E b > 。 
对 0A 由下级的定义，对上述给定的 ε ，存在常数 1 1r > ，使得当 1r r> 时，有 

( ) ( )0
0, AT r A rµ ε−>  

令 ( ) ( ) ( )0 1, ,E r r E b= +∞ +∞  ，则 ( )log dens 0E > ，且当 r E∈ 时(2.1) (2.2)和(2.3)成立，结论得证。 

引理 5 [16]：设 ( )f z 是下级 ( ) 10,
2

fµ  ∈ 
 

整函数，记 

( ) ( ) ( ) ( )inf log , sup log
z r z r

A r f z B r f z
= =

= =  

则对任意 ( ) 1,
2

fα µ ∈ 
 

，有 

( ) ( ) ( ){ }( ) ( )log dens 1: cos π 1
f

r A r B r
µ

α
α

≥ > > −  
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引理 6 [12]：设 ( )f z 是超越整函数，则存在对数测度有穷的集合 ( )0,E ⊂ +∞ ，使得对任意的 z 满足

z r E= ∉ 且 ( ) ( ),f z M r f= 及任意的正整数 j ，有 

( )
( ) ( )

2 j
j

f z
r

f z
≤  

3. 定理的证明 

定理 1 的证明：令 ( ){ } ( ) ( ) ( )0 0max : 0, ,j sa A j s A A Aρ µ µ µ= ≠ < < ， ( ){ } ( )0max , sb a A Aµ µ= < 。设 f
是方程(1.1)的任一非平凡解，由引理 1，存在对数测度有穷的集合 [ )1 1,E ⊂ +∞ ，对任意满足 [ ]1 0,1z E∉ 

的 z 有， 
( ) ( )
( ) ( )22 , , 1, 2, , 1

j
jf z

B T r f j k
f z

≤ ⋅ = −                        (3.1) 

其中 B 为常数且 0B > 。 

由引理 4，对任意给定的
( )00,

2
A bµ

ε
 −

∈ 
 

，存在集合 [ )2 1,E ⊂ +∞ ，满足 ( )2log dens 0E > ，对任意

的 2r E∈ ，(2.1)~(2.3)成立，由方程(1.1)得， 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1

0 1 1...
k k

k
f z f z f z

A z A z A z
f z f z f z

−

−

′
≤ + + +                 (3.2) 

令 [ ]( )2 1\ 0,1E E E=  ，则 ( )log dens 0E > 。因此，存在序列{ }jr E⊂ ，满足当 j →∞时， jr →∞，

对 jz r= 的 z 有(2.1)~(2.3)和(3.1)成立，再结合(3.2)得： 
( ) ( ) ( ) ( )0

2
0, 2 , 1

kA b
j j j jr T r A KB T r f krµ ε ε− +< ≤ ⋅ +                     (3.3) 

由 ( )0b Aε µ ε+ < − 知，当 j 充分大时，有 

( ) ( )2 0f Aρ µ≥  

定理 2 的证明：假设方程(1.1)存在一个解 f 使得 ( )fρ < ∞ ，由方程(1.1)可得， 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1

1 1 0

1 1

1 1

1 2

1 2 1 0

k k s

s k ss s s

s

s s s

k k s

k ss s s s

s s

s s

f z f z f z
A z A z A z

f z f z f z

f z f z f z
A z A z A z

f zf z f z

f z f z f z f z
A z A z

f z f z f z f z

f z f z f z
A z A z A z A z

f z f z f z

− +

− +

−

−

− +

− +

− −

− −

≤ + + +

′
+ + +

≤ + + + +

 ′ × + + + + 
  







        (3.4) 

由引理 2(1)，对任意的 0ε > ，存在对数测度有穷的集合 [ )0 1,E ⊂ +∞ ，对任意满足 [ ]0 0,1z r E= ∉  的

z 有， 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ,
j

k f
s

f z
z j s

f z
ρ≤ >                                (3.5) 
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令 ( ) ( )0 sA b Aµ µ< < ，由 ( ){ } ( ) ( )0
1max : 0,
2j SA j s A Aρ µ µ≠ < < < ，对任意 0ε > ，由 

( ){ }max : 0,jA j s bρ ≠ < 及级的定义知，存在 0 1r > ，当 0z r r= > 时，有 

( ) { }exp , 0,b
jA z r j sε+≤ ≠                               (3.6) 

由 ( ) 1
2sAµ < ，应用引理 5，存在一个上对数密度大于

( )
1 sAµ

α
− 的集合 [ )1 1,E ⊂ +∞ ， ( ) 1,

2sAα µ ∈ 
 

，

使得对任意满足 [ ]1 1\ 0,z r E r= ∈ 的 z 有， 

( ) ( ){ }exp sA
sA z rµ ε−≥                                  (3.7) 

令 [ ){ } [ ]{ } { }1 0 0 1, \ 0, , max ,aE E a a E a r r= +∞ =  ，由(3.4)~(3.7)，对所有满足 az r E= ∈ 的 z 有， 

( ){ } ( ) ( ) { } ( )

( ) ( ) { } ( ) ( ){ }0exp exp 2 exps k f k fA b b
s s

fr A z k s r z s r z A z
f z

ρ ρµ ε ε ε− + +≤ ≤ − + − +    (3.8) 

由引理 6，存在常数 0R > ，使得对任意 r R> ，存在序列{ } ,r rz z r= 有， 

( )
( ) ( )

2r s
s

r

f z
r

f z
≤                                     (3.9) 

联立(3.8)和(3.9)，存在集合 [ ),aE E R= +∞ ，由上有 ( ) ( )log dens log dens 0aE E= > 使得对任意的

z r E= ∈ 的 z 有， 

( ){ } ( ) { } ( ) ( )0exp exp 2s k fA s b s
sr A z kr r z r A zρµ ε ε− +≤ ≤ ⋅ ⋅ +                   (3.10) 

由(3.10)当 r 充分大时，有 ( ) ( )0sA Aµ µ< ，与已知矛盾。故方程(1.1)的任意非平凡解 f 是无穷级。 
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