
Pure Mathematics 理论数学, 2018, 8(3), 193-202 
Published Online May 2018 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2018.83024     

文章引用: 崔蕴华. 正整数密度分布与素数密度[J]. 理论数学, 2018, 8(3): 193-202. DOI: 10.12677/pm.2018.83024 

 
 

Integer Density Distribution  
and Prime Density 

Yunhua Cui 

Unit 95899, Beijing 

  
 
Received: Apr. 17th, 2018; accepted: May 1st, 2018; published: May 10th, 2018 

 
 

 
Abstract 

The concept of the Integer density distribution is put forward and preliminarily studied. When It 
is applied to analyse the effect of the Eratosthenes’ sieve, the prime density D is proved to satisfy 

D
n n

0.99903591 1.00489426
ln ln

 

< < . The prime density D
n

1
ln

=  has not been completely proved in 

this paper, while the train of thought and the method to approach the conclusion are found. The 
mathematicians who accept this train of thought are expected to further study and put forward the 
authoritative demonstrations. The prime density is the foundation of the prime distribution and 
all prime conjecture, based on which, most prime issues can be solved. 
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摘  要 

提出了正整数密度分布概念并进行了初步研究，将其应用于埃氏筛法的“筛余截首”步骤作用分析，得
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出了素数密度 D
n n

0.99903591 1.00489426
ln ln

 

< < 的结论。尚未完成素数密度 D
n

1
ln

= 的证明，但提出了完

成证明的思路和逼近结论的方法，期待认同这一思路的数学家继续研究并提出权威论证。素数密度是素

数分布和所有素数猜想的基础，大多数素数问题可据此解决。 
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1. 引言 

为研究素数密度和素数分布，作者曾在中文杂志《前沿科学》2016 年第 2 期发表论文《素数分布研

究的一种新思路》[1]，核心方法是用埃氏(Eratosthenes)筛法对素数生成过程进行建模与递推。依埃氏筛

法，为生成不超过正整数 n 的全部素数，以素数序列{ } 02,3, , , , , np p p n= ≤ P ，在不含 1 的正整数

列{ } 2,3,4, , ,I n=  初始背景中，由 2，3 依次到 np n≤ 实施筛法。文献[1]规范了埃氏筛法的三步骤操

作规则：1) 后续 p 筛在前面 p0 筛除剩余中进行无公倍数的纯净筛除，除第一个被筛除数 p2 外，对 p0 筛 

余周期内全部筛余数的筛除率和对其中任一筛余数的筛除概率均为
1d
p

= ，避免了因素数之间公倍数引 

起的重复筛除，简称“纯净筛除”。2) { }02,3, , ,p p 筛剩余(简称 p 筛剩余)形成以 2 1p + 为起点，以 

p
C p=∏ 为周期的移位周期重构，简称“周期重构”。3) p 筛以概率 1 固定筛除 p2 点，从而截取 p0 筛剩

余 周 期
01 p p

C p
< ≤

= ∏ 之 首 ( )2 2
0 ,p p ， 确 认 区 间 ( )2 2

0 ,p p 的 生 成 素 数 ， 简 称 “ 筛 余 截 首 ” 。 

基于步骤 1)，步骤 2)，论文证明了 2,3, , np n≤ 筛除剩余在其周期
1 p n

C p
< ≤

= ∏ 内平均密度 

1

1 1 1ˆ 1
0.89053620 lne ln

2

c
p n

D
p nn< ≤

 
= − = = 

 
∏



                         (1.1) 

式中，c 为欧拉常数，e 为自然对数的底。 
逻辑的结论是：n 邻域素数平均密度 D 必定在 D̂ 基础上，由“筛余截首”决定。“筛余截首”以概

率 1 固定筛除 p2 而不是以概率
1
p
筛除 p2，p2 点的筛除概率比其它点增加了

11
p

− ，由此必然减小筛余周

期前端密度，使区间 ( )2 2
0 ,p p 内素数平均密度低于

1 p n
C p

< ≤

= ∏ 筛除剩余周期内剩余数的平均密度。 

为讨论“筛余截首”对素数密度的影响，正整数 m 的密度分布成为必须直面的问题，首先对此进行

概念研究。 

2. 正整数在自然数列中的密度分布 

定义 2.1 (正整数在自然数列中的密度分布)：正整数 m 在自然数列{ } 0,1,2, , , , ,N m n=   中，m 存
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在或被删除对 m 邻域和{ }N 全域密度影响程度在{ }N 全部元素上的分配函数 ( );f n m (n 为自变量，m 为

参变量)，称 m 在{ }N 上的密度分布函数。正整数 m 在自然数列{ }N 中的密度分布函数是以 n 为自变量，

以 m 为参变量的伽玛(Gama)函数 

( );
!e

m

n

nf n m
m

=                                       (2.1) 

对应的累积密度函数是 

( )
2

; 1 1 e
2! !

m
nn nF n m n

m
− 

= − + + + + 
 

                              (2.2) 

称对 ( );f n m 在其主要作用域上对应的均匀分布函数为正整数m在自然数列中的等效均匀密度分布。 
定义说明： ( );f n m 满足以下基本要求 
1) m 的密度函数 ( );f n m 在{ }N 全域上的总和 

( )
0

; 1
n

f n m
∞

=

=∑                                        (2.3) 

与概率密度函数同形异义。 
2) m 为 ( );f n m 均值与密度最大值，对应于概率密度函数的数学期望和众值，邻域在概率密度函数

中应起主要作用。 ( );f n m 应为一个以 m 为均值和最大值的双向平滑的曲线，向 0 方向应以较快速率下

降并交于 0 点，向+∞方向应以较快速率下降并一直拖尾到+∞，因此， ( );f n m 应符合伽玛分布。 
伽玛分布的一般表达式为[2] 

( ) 1

1; , e
!

n

f n nα β
αα β

α β

−

+= ⋅ ⋅                                  (2.4) 

对应的积累密度函数为 

( )
2

1 1; 1 1 e
2! !

nn n nF n m
α

β

β β α β

−     = − + + + + ⋅        
                        (2.5) 

使 n 满足众数的充要条件是
d 0
d
f
n
= ，即 

1 e e 0
n nnn

α
α β βα

β

− −
− ⋅ − ⋅ =  

解得 nαβ = ，设 n m= 时满足众数条件，即 
mαβ =                                          (2.6) 

n m= 同时应为 ( )f n 的均值，即 

mα
β
=                                          (2.7) 

将(2.6) (2.7)联立，解得 

1
mα

β
=

 =
 

将此结果代入(2.4)即得(2.1)，代入(2.5)即得(2.2)。 
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3) 随着 m 的加大， ( );f n m 应逐步逼近以 m 为中心、左右对称的正态分布，但向+∞方向的无限拖

尾永远不会消失， ( );f n m 永不等同正态分布。因此， ( );f n m 在区间 ( ]0, m 的累级分布 ( )
0

;
m

f n m 应逐步

趋于 0.5−，在区间 ( ),m +∞ 的累级分布 ( );
m

f n m
+∞
应逐步趋于 0.5+。 

( );f n m 是自然数全域上的函数，与正整数及其累积即阶乘密切相关，这个定义反映了邻域与全域的

关系。 
猜想 2.2：全体正整数的密度分布对同一自然数的总和为 1，记作 

( )
1

; 1
m

f n m
∞

=

=∑                                        (2.8) 

由此使数轴上全体正整数布满时，数轴上任何位置的密度为 1，删去某一正整数对数轴上任何位置密度

均有影响，但影响的分布服从被删去正整数的密度分布，全体正整数被删去后，数轴上任何位置密度均

为 0。由此建立数轴上正整数密度分布的加性运算规则，表为 

( ) ( );
m

f n n m=∑                                       (2.9) 

式中，n 为任意选择的一个自然数，m 为全体正整数。 
设想此猜想可通过对式(2.1)的函数分析证明。 
推论 2.3 (正整数在自然数列中的等效均匀密度分布命题)： 
正整数 m 在自然数列{ }N 中的等效均匀密度分布函数表为以 n 为自变量，以 m 为参变量的函数 

( ) 1;
2

f n m
m k

=
+

                                    (2.10) 

式中 2m k+ 为 m 密度分布的等效作用域，k 为位于区间 

min max3 4k k k= < < =                                    (2.11) 
的确定常数，数的性质和具体值待进一步研究仿真确定，本文称 k 为素数常数。 

证明：先分析等效均匀分布的前提条件。m →∞时，伽玛分布无限趋近但永不等同左右完全对称的正

态分布， 1m → 时具有与m →∞不同的拖尾效应。m 点是相应伽玛分布的众数点和均值点，因此，m →∞  
时， ( )

0
;

m
F n m 将无限趋近但不会等于 ( ) 2

;
m

m
F n m ，差别主要在拖尾部分。所以m →∞时，必然存在常数 k

满足 ( ) ( ) 2

0
; ;

m m k

m
F n m F n m

+
 ，且拖尾积累密度 ( )

2
; 0

m k
F n m

∞

+
→ 。正整数的等效均匀分布以此为前提。 

1) 由于m →∞时伽玛分布趋向左右对称的正态分布，k 应是个小常数；2) 对密度敏感的是小素数，

但大素数与小素数对渐近趋势的影响是一致的；3) k 的选择要兼顾参变量 m 左右积累密度差距小和截尾

影响小这一相互矛盾的因素( m →∞时趋同)。 
为更有针对性，对 m 为小素数平方数的几种情况(任意情况趋势相同)，令 2 2 2 2 2 22 ,3 ,5 ,7 ,11m p= = ，

2,3,4,5k = ，计算结果如表 1。 

计算仿真表明：k 由小变大时，
( )

( )

2

2

2

22

2

0

;

;

p k

p

p

F n p

F n p

+

由小变大，而 ( ) 2
2

2
;

p k
F n p

∞

+
则由大变小，取 min 3k = 或

max 4k = 能较好兼顾要求：满足在区间 ( 20, p  的积累密度与区间 ( 2 2, 2p p k + 积累密度无限接近，即

( ) ( )
2 2

2

22 2

0
; ;

p p k

p
F n p F n p

+
 ，亦即

( )

( )

2

2

2

22

2

0

;
1

;

p k

p

p

F n p

F n p

+

→ ，且拖尾积累密度 ( ) 2
2

2
; 0

p k
F n p

∞

+
→ 。 
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Table 1. Part of the gamma cumulative distribution calculation results 
表 1. 伽玛累积分布部分计算结果 

 k ( )
2

2

0
;

p
F n p  ( )

2

2

22;
p k

p
F n p

+

 
( )
( )

2

2

2

22

2

0

;

;

p k

p

p

F n p

F n p

+

 ( ) 2

2

2
;

p k
F n p

∞

+
 

2 4p =  

2 

0.37116306 

0.59958426 1.61542008 0.02925268 

3 0.61373234 1.65353831 0.01510460 

4 0.62123655 1.67375640 0.00760039 

5 0.62509676 1.68415671 0.00374018 

2 9p =  

2 

0.41259175 

0.58241284 1.41159594 0.00499541 

3 0.58464267 1.41700038 0.00276558 

4 0.58590332 1.42005583 0.00150493 

5 0.58734804 1.42355742 8.06020279E−4 

2 25p =  

2 

0.44707858 

0.55289643 1.23668736 2.49895233E−5 

3 0.55290684 1.23671066 1.45743969E−5 

4 0.55291298 1.23672440 8.43101530E−6 

5 0.55291658 1.23673243 4.83888054E−6 

2 49p =  

2 

0.46210439 

0.53789559 1.16401317 1.17845007E−8 

3 

0.53789560 1.16401318 

6.99721276E−9 

4 4.13577076E−9 

5 2.43355878E−9 

2 121p =  

2 

0.47584719 0.52415281 1.101514987 

1.96004431E−18 

3 1.17817781E−18 

4 7.06805819E−19 

5 4.23194937E−19 

 

已可看出 m →∞的基本趋势，即一定存在常数 k 

min max3 4k k k= < < =  

满足要求。 m →∞ 时，满足其在区间 ( ]0,m 的积累密度与区间 ( ], 2m m k+ 积累密度无限接近，即

( ) ( ) 2

0
; ;

m m k

m
F n m F n m

+
 ，且拖尾积累密度 ( )

2
; 0

m k
F n m

∞

+
→ 。 

忽略拖尾积累密度 ( )
2

;
m k

F n m
∞

+
，将 m 的伽玛密度分布看作在区间 ( ]0,2m k+ 的均匀分布，并称

( ]0,2m k+ 为均匀分布的等效作用域，m 在自然数列{ }N 中的等效均匀密度分布函数可表为 

( ) 1;
2

f n m
m k

=
+

 

推论 2.3 证毕。 
在一定条件下，正整数的伽玛密度分布函数可用等效均匀分布来等效。 

3. 素数平均密度 

猜想 3.1 (素数平均密度)：n 邻域素数平均密度 
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2

2

e 1 1ˆ
2 lnln

2

D D
ne n

ρ

 
 
 = = ⋅ =
 
 
 

                                (3.1) 

式中，
e 0.89053620
2

c

ρ = = 称素数特征数，是一个由自然常数和欧拉常数表示的数。 

式(3.1) n 小时 D 不准确；n 较大时 D 比较准确； n →∞时 D 趋于精确。 
证明：文献[1]已证明， 2,3, , np n≤ 筛除剩余在其周期

1 p n

C p
< ≤

= ∏ 内平均密度 

1

1 1ˆ 1
e ln
2

c
p n

D
p n< ≤

 
= − = 

 
∏                                   (3.2) 

当 n 很大时( n →∞ )可等效表为 

1ˆ 1
p

D
p

 
= − 

 
∏                                        (3.3) 

式中 p 表示全部素数。

 分析“筛余截首”作用。“筛余截首”是在 p0 筛除剩余周期前端以概率 1 固定筛除相邻素数 p2，由

此确认 ( )2 2
0 ,p p 区间的素数。这必将降低 p0 筛余周期前端的密度。由正整数密度的加性运算规则，不失

一般性，可用降密因子 ( )21 g pλ = − 表示。 

对以概率 1 固定筛除 p2，其中概率
1
p
已在表示 p 筛降密作用的式(3.3) 1ˆ 1

p
D

p
 

= − 
 

∏ 中考虑，因此，

λ应修正为 ( )2 11 1g p
p

λ
 

= − − 
 

。 

由式(2.1)，p2 的密度分布函数是以 n 为自变量，以 p2 为参变量的伽玛函数 

( )
( )

( )

2

2
2

;
!e !e

pm

n n

n nf n p
m p

= =                                  (3.4) 

考虑到：1) p 相邻素数间平均间隔为 ln p ，故 p2 邻域素数间平均间隔为 2ln p ， ( )22 ln p o p= ，即

在间隔很大的被删除相邻 p2 之间，存在很多素数，被筛除的 p2 点相对于保留下的素数点是“稀疏”的。

2) 相邻被筛素数平方数可分别表为 p2 和 ( )2lnp p+ ，p2 的密度分布函数的根均方差为 pσ = ，且

( )2lnp p p+  ，即 ( )2lnp p+ 远在 ( )2;f n p 的方差之外，即被筛素数平方数远在相邻密度曲线的方差之

外。3) 相邻伽玛密度函数的中心逐步移位和相似性。4) 被筛素数平方数 p2 在筛除剩余数中随机分布。 
由此使相邻被删除 p2 的伽玛密度分布函数适用于等效均匀分布，引式(2.10)，可用 2m p= 对应的均

匀分布来等效。即 

( )2
2

1
2

g p
p k

=
+

                                      (3.5) 

再将这一降密作用嵌入到表示 p 筛降密作用的式(3.3)中，随之一起递推，形成加性降密因子

( )2 11 1g p
p

λ
 

= − − 
 

之间的乘性递推。由此实现小素数降密因子向大素数的逐步传递，并形成素数平均

密度 
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( )2 1 11 1 1
p

D g p
p p

      = − − −     
      

∏  

等效表为 

( )2 1 11 1 1
p p

D g p
p p

    
= − − ⋅ −    

    
∏ ∏                              (3.6) 

令素数特征数 

( )2 11 1
p

g p
p

ρ
  

= − −  
  

∏                                  (3.7) 

即 
ˆD Dρ= ⋅  

由此得 

2

1 1 ˆ ˆ1 1
2p

D D D
pp k

ρ
  

= − − =  +   
∏                               (3.8) 

相应地 

2

1 11 1
2p pp k

ρ
  

= − −  +   
∏                                  (3.9) 

引式(2.11) 
min max3 4k k k= < < =  

式(3.8)对应表为 

2 2

1 1 1 1ˆ ˆ1 1 1 1
2 3 2 4p p

D D D
p pp p

      
− − < < − −      + +      

∏ ∏                    (3.10) 

对 ρ判敛，取 

( )
( ) ( )2

11ln ln 1
2 1p

p
p p k pρ

  −    = +    + − −    
∑  

随 p 增大，序列
( )

( ) ( )2

1
1

2 1
p

p p k p

 − +
 + − − 

单调递减且有下界 1， 1ln
ρ

 
 
 

收敛于一个大于 0 的常数，因此，

ρ必收敛于一个小于 1 的常数。 
实际上，相邻 p2 的等效作用域 ( 20, p k + 相互自嵌套并不断扩大，由此在累乘中形成降密因子的后

向传递，并通过累乘形成极限。 
当 n 很大时，对1 p n< ≤ ，式(3.10)等效表为 

2 2
1 1

1 1 1 1ˆ ˆ1 1 1 1
2 3 2 4p n p n

D D D
p pp p< ≤ < ≤

      
− − < < − −      + +      

∏ ∏                   (3.11) 

即 

min max
ˆ ˆD D Dρ ρ< <  
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仿真到1 1000000p< < 表明， min 0.88967765ρ = ， max 0.89489472ρ =  , 
即 

min
min min

0.88967765 0.99903591ˆ
0.89053620 ln lne ln

2

cD D
n nn

ρ
ρ= = = =

 



                   (3.12) 

max
max max

0.89489472 1.00489426ˆ
0.89053620 ln lne ln

2

cD D
n nn

ρ
ρ= = = =

 



                   (3.13) 

由此确定当 3k = 和 4k = 时，D 的以
1

ln n
为中心的非常接近的下限和上限 

0.99903591 1.00489426
ln ln

D
n n

< <
                               (3.14) 

对1 np p n< < ≤ ，通过 np “筛余截首”，确认区间 ( )2 2
1,n np p n− ≤ 的素数，猜想存在合适的满足式(2.10) 

( ) 1;
2

f n m
m k

=
+

的 min max3 4k k k= < < = ，同时满足 2
1

1 1 e1 1 0.89053620
22

c

p n pp k
ρ

< ≤

  
= − − = =  +   
∏ ，

由此使 n 邻域素数密度
1

ln
D

n
= 成立。 

猜想 3.1 证毕。 
需要说明：对由小到大的素数，等效作用域由小变大，相同的常数 k 对伽玛分布的截尾效应由大变

小，在等效作用域定义下以均匀分布表示伽玛分布的理想程度由小变大，都反应了素数由小变大时粒度

由大变小的事实。 
1

ln
D

n
= 与高斯(Gauss)建议式相同[3] [4]。 

D 的不准确性源于：在素数特征数 2
1

1 11 1
2p n pp k

ρ
< ≤

  
= − −  +   
∏ 的渐近积累过程中，与 D̂ 一样，小

素数粒度大、积累速率高。ρ 与 D̂ 相乘后加权因子抵消，但对小素数的不准确性以素数的固有特征保留

下来。 
正整数在自然数列的密度分布概念及“筛余截首”中正整数 p2对筛除剩余周期前端密度的影响，是素数

密度成立的关键。正整数的伽玛密度分布和等效均匀分布，以及筛除 p2的降密作用，看来都是合理的。核心 

的问题，一是正整数在自然数列的伽玛密度分布 ( );
!e

m

n

nf n m
m

= 概念；二是存在满足 min max3 4k k k= < < = 的

常数 k，将正整数 p2的伽玛密度分布 ( )
( )

( )

2

2
2

;
!e

p

n

nf n p
p

= 等效表为均匀分布 ( )2
2

1;
2

f n p
p k

=
+

，常数 k 能满

足在区间 ( 20, p  与区间 ( 2 2, 2p p k + 的积累密度无限接近，即 ( ) ( )
2 2

2

22 2

0
; ;

p p k

p
F n p F n p

+
 ，且拖尾积累密度

( ) 2
2

2
; 0

p k
F n p

∞

+
→ ；三是将这一等效均匀分布通过累乘表示连续筛除 p2 的降密作用必然满足降密因子

2

1 1 e1 1
22

c

p pp k
ρ

  
= − − =  +   
∏ ，式中，

p
∏为对全部素数的连乘，由此导致 n 邻域素数密度

1
ln

D
n

= 。 

限于作者水平和高精度计算条件，不能对此深入研究。真诚地希望数学界和各界批评指正，开展专
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题理论研究和高精度仿真计算，完成正整数密度分布的概念研究和猜想的证明。期待数学界的权威论证，

向所有提出批评和做出研究的朋友、老师和专家表示衷心感谢。 

推论 3.2 ( D̂ D→ 映射关系)：由式(3.2) 
1

1 1ˆ 1
e ln
2

c
P n

D
p n< ≤

 
= − = 

 
∏ 及式(3.1) 1

ln
D

n
= ，可直接建立由

np 筛除剩余周期
1 np p

p
< ≤
∏ 内剩余平均密度 D̂ 到 n 邻域素数平均密度 D 的 1-1 映射关系[5] 

1

1 1ˆ 1
lnP n

D D
p n< ≤

 
= − → = 

 
∏                                 (3.15) 

映射式(3.15)就是由线性筛除剩余通往非线性素数的桥梁，它直接源于埃氏筛法的“纯净筛除”、“周期

重构”和“筛余截首”三步骤，素数密度直接源于埃氏筛法的素数生成机制。 
推论 3.3 (筛除剩余周期内前端密度)：设有以 p0 为基础的连续 p0 筛、p 筛和 p′筛，p 筛剩余在周期

p
C p=∏ 内保持筛除概率

1d
p

= 和筛余密度
1ˆ 1

p
D

p
 

= − 
 

∏ 的同时，由于“筛余截首”即 p 筛以概率 1 固

定筛除 p2 的积累作用，使 p0 筛余周期前端 ( )2 2
0 ,p p′ 的密度低于周期

01 p p
C p

< ≤

= ∏ 内平均密度，这部分剩余

数除 p2 外全部为素数。筛除 p2 的有效作用域是 ( )20, 2 p k+ ，而前端 ( )
0

2 2
0

1 p p
p p C p

< ≤

′ − = ∏ ， 2p′ 固定

筛除点在 ( )20, 2 p k+ 内非常靠近 p2 的位置。这样，筛除 p2 在确认 ( )2 2
0 ,p p 内素数的同时，也为筛除 2p′ 确

认区间 ( )2 2,p p′ 内素数做好了实际准备。 

推论 3.4 (素数分布的分形结构与混沌性态)：埃氏筛法的“纯净筛除”、“周期重构”和“筛余截首”，

由简单机制生成了复杂性态。1) 在形成 D̂ 的过程中，形成周期内平均密度
1

1ˆ 1
p n

D
p< ≤

 
= − 

 
∏ 是线性行为，但 

由于互质素数的“纯净筛除”和“周期重构”，已经产生了筛除剩余数的轨道不可预测性。2) 随着素数由小

到大，“筛余截首”中连续 p2 筛除的自相似的有效作用域形成 ( ) ( ) ( )2 2 20, 2 2 , 0,2 3 , , 0, 2 ,k k p k× + × + + 

无限自嵌套，并通过等效均匀分布的降密累乘，使素数密度和筛除剩余密度之比快速收敛到 

e 0.89053620
2

c

ρ = = ，其间线性筛除剩余的周期由小依阶乘率变大，这代表了素数快速走向混沌的过程。 

不过，由于 p →∞空间无限，这种混沌永远不会形成由混沌常数表征的倍周期分岔。3) 这就决定了，能用代

数式给出表达的，除个别情况外，只能是素数的统计特性，包括密度、数量，以及对素数序列和初始正整数生

成背景加不同约束条件的素数组的数量。一般而言，不方便以代数式对素数的轨道特性和结果进行确切描述。 

4. 由素数密度到素数分布经典问题 

文献[1]证明了 p 筛对 p0筛除剩余的筛除率和 p 筛对 p0筛除剩余中各剩余数的筛除概率均为
1
p
，记为 

1d
p

=                                          (4.1) 

文献[1]为确定不超过正整数 x 的素数数量，将素数密度
1

ln
D

n
= 进行由代表最小素数的正整数 2 到

最大正整数 x 的积分 ( )
2

d
ln

x tx
t

π = ∫ ，并将积分展开为渐近级数 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )( )
1

1

1 ! 1 !2 1 ! 1 !2
1 1

ln ln 2 ln ln 2

r

k k r r
k

k x k r x r
lsx o

x x

−

=

    − − − −
    = − + − +

        
∑                   (4.2) 

式中 r 为渐近级数的最佳截断 

ln ln 2 1
ln ln ln ln 2

xr
x
− = − − 

                                   (4.3) 

从而得出了与素数定理一致的更加精细的表示。 
借助筛除概率式(4.1)、素数密度式(3.1)、D̂ D→ 映射式(3.15)和渐近级数概念，对包括孪生素数猜想

和哥德巴赫猜想在内的各类约束素数组，如孪生素数猜想、多孪生素数猜想、偶数哥德巴赫猜想、素数

差哥德巴赫猜想、 ap bq n± = 哥德巴赫猜想等，可将相应约束条件嵌入埃氏筛法的递推步骤，通过素数

组生成背景分析和筛除作用分析，在埃氏筛法对筛除剩余数的筛除率的基础上，确定对筛除剩余数组的

筛除率，进而借助简单的数学变换和 D̂ D→ 映射关系确定约束素数组密度和数量，并以相应不同形式对

数积分的渐近级数表示。 
作者在中文杂志《前沿科学》2016 年第 4 期发表的论文《素数分布研究新思路的若干应用》[5]中，

研究了这些问题并得出了结论，多数结论与历史上已形成的猜想一致。这说明各类素数分布问题均可纳

入基于素数生成与筛除剩余分布演化机制的统一理论框架，也印证了作者通过建模与递推，解析埃氏筛

法，研究素数分布的信念[1]：1) 机制决定性质，素数分布的性质与特点必然植根于埃氏筛法这个“素数

生成系统”中。2) 不能静态的就素数论素数，而要从源头上解析埃氏筛法，在动态中考察素数的生成与

演化。3) 必须“庖公解牛”，“于关节处切割自然”[6]，对素数生成过程和步骤进行客观的准确的切割。

4) 各类素数分布问题的基础机制相同，必然存在内在的同一性，因此要整体地综合地相关地而不是孤立

地研究这些问题。 
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