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Abstract 
In general relativity theory, the solution can provide rational explanation for the final state of gra-
vitational collapse if it with physical singularity. In this paper, we study a kind of vacuum Einstein 
field equations time-periodic solution and its physical properties. We computed the Riemann 
curvature tensor and its length. We proved it’s a time-periodic solution with physical singularity 
which describes a time-period universe. Through analyzing the Penrose figure of this kind of solu-
tions, we can be found this kind of solutions have similar Physical characters. Because of the 
time-periodic solutions with physical singularity can provide rational explanation for the final 
state of gravitational collapse, this space-time can apply to modern cosmology and general relativ-
ity.  
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摘  要 

在广义相对论中，若存在有物理奇性的时间周期解，从而这个解为引力坍塌的最终状态给出了合理的解

释。本文章研究了一类具有物理奇性的真空Einstein场方程的严格解，利用Maple得出该类解的Riemann
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曲率张量以及其模长，说明了它是一个带有物理奇性的时间周期解，这类特殊时间周期解刻画了一个带

有时间周期物理奇性的时间周期宇宙。进而分析这类特殊解的Penrose图可以发现这类解都具有类似的

物理性质。因为带有物理奇点的时间周期解可为引力坍缩最终状态给出合理的解释，所以这个时空可应

用到现代宇宙学和广义相对论当中。 
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1. 引言 

爱因斯坦场方程的精确解在广义相对论和宇宙学中具有举足轻重的作用。在数学上对 Einstein 场方

程的探索大致上可分为两个方面：一方面是探索解的适定性理论，另一方面是构造有物理背景的严格解。

至今，对 Einstein 场方程适定性理论的研究结果稀少。关于寻找严格解，目前已经取得了许多有意义的

结果。最经典的例子是 Schwarzschild 解、Reissner Nordstrom 解和 Kerr 解[1] [2] [3] [4]。虽然在 Einstein
场方程精确解方面已得到许多重大的研究结果，但是依旧有一些重要而基本的问题没有解决。例如“真

空 Einstein 场方程是否存在包含物理奇性(黑洞)的一个时间周期解”。 
最近，Dafermos [5]证明了视界外具有时间周期性的球对称黑洞时空不存在性，这个结果将“无毛”

定理从静态推广到时间周期情况。受 Gauss 坐标系，Schwarzschild 坐标和 Kerr 坐标的启发，孔德兴、刘

克峰[6]构建了一个刻画了一个正则时空的 Einstein 场方程的时间周期解，并且它的 Riemann 曲率张量为

零，却不是渐近平坦的。此后，孔德兴、刘克峰与沈明[7]根据之前的研究成果[6]中 Type I 的度规形式构

建了三种不同类型的新的 Einstein 场方程的时间周期解。第一类是 Riemann 曲率张量为零，第二类是

Riemann 曲率张量为有限数，第三类是具有几何奇性的时间周期解。此外孔德兴、刘克峰与沈明[8]还构

建了具有物理奇性的真空 Einstein 场方程的时间周期解以及其方程 Jacobi 椭圆函数形式的严格解，计算

了解的 Weyl 张量并且分析了解的奇性，由此并发现了新的物理现象。 
本文我们构造了一类普通的时间周期解，这类时间周期解可以用来描述具有时间周期物理奇性的一

个时间周期宇宙。通过这类解中一个特殊解的 Penrose 图，研究了这类解的物理性质。 
本文组织如下：第二部分构造出时间周期解，第三部分介绍几何奇性和物理奇性的概念并分析了解

的奇性，第四部分研究一类特殊时间周期解的物理性质。 

2. 时间周期解 

本文关注于真空 Einstein 场方程 
1 g 0
2

G R Rµν µν µν− =�                                    (1) 

的时间周期解，相当于 
0Rµν =                                          (2) 

其中 ( ), 0,1, 2,3gµν µ ν = 是度规张量， Rµν 是 Ricci 张量，R 是标量曲率，Gµν 是 Einstein 张量。 
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取 ( ), , ,t r θ φ 作为求坐标系， [ ) [ ) [ ], 0, , 0, 2π , π 2,π 2t r θ φ∈ℜ ∈ +∞ ∈ ∈ − 考虑如下度量形式： 
2 2 2 2 2 2 2 2d d 2 d d 2 d d d ds u t q t r v t a b r aφ θ= + + − −  

其中 , , , ,u v a b q 是 t 的光滑函数。由参考文献[8]得到定理 1： 
定理 1. 在坐标系 ( ), , ,t r θ φ 下，真空 Einstein 场方程(2)有下面的解： 

( )( )( )T2d d ,d ,d ,d d ,d ,d ,ds t r g t rµνθ φ θ φ=                          (3) 

其中， 

( )

3
2

0 1

6

2

4 ln 0
1 0 0

0 0 0

0 0 0

Hr H r r H r q cr

q
f rg

f
r

cr

µν

 
+ + 

 
 −
 =  
 − 
  
 

                    (4) 

而 0 1, , ,H H c q 和 f 是依赖于 t 的函数，
2

8

24 4 4t t t ttcf c ff cffH
f c

+ −
= 。 

定理 2. 在坐标系 ( ), , ,t r θ φ 下，真空 Einstein 场方程(2)有下面的时间周期解： 

( )( )( )T2d d ,d ,d ,d d ,d ,d ,ds t r t rµνθ φ ξ θ φ=                          (5) 

其中 0 1, , , ,H H c q f 是关于 t 的周期函数，T 为一个周期，且存在 00 t< < ∞使得 ( )0 0f t = 。 

( )
3

22

00 0 18

01

03

11 6

2

22

01 02 12 13 23 33

16 6
ln ,

,
,

1 ,

,

0

t t t ttr cf fc f cff
H r r H r

f c
q
cr

f r
f
r

ξ

ξ
ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ


+ −

= + +

 =


=

 = −


 = −


= = = = = =

                    (6) 

其中， 00 0ξ > 。 
证明：由定理 1 可得(5)是方程(2)的解，由此只需证明(5)是时间周期的。即证明变量 t 是时间坐标。 
计算可得 ( )µνξ 的行列式为 

( )
2

4det c r
fµνξ ξ = −�                                  (7) 

并且，满足 

( )
3

22

00 0 18

16 6
ln 0,t t t ttr cf fc f cff

H r r H r
f c

ξ
+ −

= + + >  
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( )2
00 01 0 1

14 6
01 11

16 6 ln
0,t t t ttr cf fc f cff H r r H r

f c f
ξ ξ
ξ ξ

+ − +
= − − <  

( )200 01 02 2 2
0 1

01 11 12 12 4

20 21 22

16 6 ln
0t t t ttr cf fc f cff H r H q f

f c f r

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

+ − +
= + + >  

和 

00 01 02 03

10 11 12 13 2
4

20 21 22 23

30 31 32 33

0,c r
f

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

= − <  

因此可得 t 为时间坐标。即(5)是真空 Einstein 场方程(2)的时间周期解。                       □ 

3. 奇性分析 

本节利用 Maple 求出(5)这个时间周期解的 Riemann 曲率张量及其模长，并对时空(5)的奇性进行了分

析。通过 Maple 计算可得(5)的 Riemann 曲率张量为 
2 2 6

0 1
0101 38

2

6 2 ln 2

8

t t t ttcf fc f cff H r r q f H rR
f c r r

+ − + −
= +                    (8) 

6

0130 4
cqfR

r
=                                      (9) 

8 2
1

0202
24 144 24

8
tt t t tH f c rcff rcf r fc fR

cr
− + − −

=                     (10) 

8

0221 28
qfR
r

= −                                      (11) 

8

0223 8
cfR

r
= −                                      (12) 

2 6

0303 4
c f rR = −                                    (13) 

2

1212 5
24

fR
r

=                                      (14) 

而其他的 0Rαβµν = 。此外求得 
12

3

3
4
fR
r

=                                       (15) 

因此，当 ( )0t kT t k≠ + ∈Ζ ，并且 0r → +时，成立 
R →+∞                                       (16) 

当取不同的 0 1, , , ,H H c f q 函数值，Riemann 曲率张量不一样，但是其模长相同。 
为了分析时空的奇性，引入下面的定义： 
定义 1. 如果存在指标 0 0 0 0, , , 0,1, 2,3α β µ ν ∈ 使得在 P 点

0 0 0 0
Rα β µ ν = ±∞但 R R Rαβγδ

αβγδ < ∞� 点 P 即被

https://doi.org/10.12677/aam.2018.75067


吕士霞，王增桂 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.75067 569 应用数学进展 
 

称为时空的几何奇点；若在 P 点 R = ±∞点 P 就被称为时空的物理奇点。若每一点 ( ), , ,t x y z ∈Σ  (Σ是一

个低维流形)是一个几何(物理)奇点，则 Σ被称为几何(物理)奇性。 
定义 1 中的“几何奇性”经常被物理学者称为坐标奇性，而“物理奇性”称为本质奇性。 
性质 1. 0r = 是时空(5)的物理奇点，在本文中把它定义为“时间周期物理奇性”。所以(5)表述了一

个具有时间周期物理奇性的时间周期时空。 
特别地，当 ( )0t kT t k= + ∈Ζ 及 0r = 时, 在不同的方向极限 R 的取值是不相同的，这说明在这些点“黑

洞”存在不确定性。 
依据视界面[9]的定义，超曲面 ( )0t kT t k= + ∈Ζ 是时空(5)的视界面。所以有 
性质 2. 超曲面 ( )0t kT t k= + ∈Ζ 是时空(5)的视界面，依据定义 1 可知它们是几何奇性的。 

4. 一类特殊时间周期解的物理性质 

本节我们主要研究一类特殊的时间周期解的物理性质。 0 1 5

10, , 1 sin , 0H H c f t q
f

= = = = + = 时，在

球极坐标 ( ), , ,t r θ φ 中，度规形式为 

( ) ( ) ( )
( )

3
22

2 2 2 2
7 5 6

1 sin16 2 1d d d d d d .
1 sin 1 sin 1 sin

tr rs t t r
rt t r t

φ θ
+

= + − −
+ + +

             (17) 

表明这个度规表述了一个时间周期时空，我们把它命名为 LW 时间周期宇宙。根据文献[9] Riemann
曲率范数为 

( )12

3

3 1 sin
,

4
t

R R
r

αβγδ
αβγδ

+
ℜ =�                               (18) 

除了 0r = 这个物理奇性之外它是非奇异的。在当 ( )1 sin 0t+ →  (即 ( )2 π π 2t k k→ − ∈Ζ )时，ℜ取值

为零。并且这个解具有一些非本性奇点，而这些奇点是由超曲面 ( )2 π π 2t k k= − ∈Ζ 构成的。 
将θ 与φ 取定值，可得度规 

( ) ( )

3
2

2 2 2
7 6

16 1d d d .
1 sin 1 sin

rs t r
t r t

= −
+ +

 

考虑 ( ),t r -平面的类光曲线： 

( ) ( )

3
2

2 2
7 6

16 1d d 0.
1 sin 1 sin

r t r
t r t

− =
+ +

 

则由上式得 

d 1 sin .
d 4

t t
r r

+
= ±  

把常微分方程 
d d
4 1 sin

r t
r t
=

+
                                    (10) 

的解记为 ( )r R t= 。由此可知 

( )

( )

d
4d .

1 sin

R t
t

R t t
=

+
                                  (20) 
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令 π 2tτ = + ，可得 

( )

( )

d
4 2d , 1.

R t
t

R t
τ

τ
≈ ∀ �                                  (21) 

给出了在点 π 2t = −  (实际上，所有的点 2 π π 2k − )附近类光曲线的奇性行为。τ 的幂次与 Friedman
方程得到的 FRW 宇宙的加速度之一是一致的。 

对 t-截面的几何行为分析如下： 
当 t∈ℜ取为定值，t-截面的诱导度规由(5)可得： 

( )
( )82 2 2

6

1d d 1 sin d .
1 sin

s r t
r t

θ = − + + +
                         (22) 

如上所述超曲面 ( )2 π π 2t k k= − ∈Ζ 是时空(5)的奇性，且当 ( )2 π π 2t k k≠ − ∈Ζ 时，t-截面是一个以

r = ∞为中心的三维锥状的流形。 
不妨我们只研究一个周期范围内的宇宙模型 : π 2 3π 2,0t rµ − ≤ ≤ < < ∞。 
定义 

π
2

1 d ,
1 sin

t
τ ξ

ξ
=

+∫                                    (23) 

即 

π
2

π
2

π π1 sin 1 sin
1 2 4 2 42 d 2 ln 2 ln

π π π2cos cos cos
2 4 2 4 2 4

t

t

t t

t t
ξ

τ
ξ

   + − + −   
   = = =

     − − −     
     

∫  

则 

, π 2,
0, π 2,

, 3π 2,

t
t
t

τ
−∞ = −
= =
∞ =

                                 (24) 

也就是 [ ],τ ∈ −∞ ∞ 。在 ( ), , ,rτ θ φ 坐标下，度规相应的变为 

( ) ( ) ( )
( )

3
22

2 2 2 2
6 4 6

1 sin16 2 1d d d d d d .
1 sin 1 sin 1 sin

tr rs r
rt t r t

τ τ φ θ
+

= + − −
+ + +

            (25) 

继续定义 

* 1 1d ln .
4 4

r r r
r

= =∫  

则 

* 1 ln .
4

v r rτ τ= + = +                                  (26) 

定义为超前零坐标，且 

* 1 ln .
4

w r rτ τ= − = −                                 (27) 
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定义为延迟零坐标。在 ( ), , ,v r θ φ 坐标下，类似于 Eddington-Finkelstein 形式[3]度规可定义为： 

( ) ( )
( )

3
22

2 2 2
6 4

1 sin16 1 2 1d d d d d d d d .
2 41 sin 1 sin

tr rs v v r v r
rt t

φ θ
+   = − + − −   

   + +
         (28) 

这种表示的时间周期解依然具有奇异特征，即它是非时间对称的。这点从 Finkelstein 图[10]中可得。

由 Finkelstein 图可得 0r = 是类光本性奇点。Finkelstein 图是当 ( ),θ φ 为常数的时空的截面，任一点表明拓 

扑结构为
( )2

2 21 sin
d d

t
s

r
θ

+
= − 的二维曲面。 

若我们用坐标 w 代替 v，则度规形式为 

( ) ( )
( )

3
22

2 2 2
6 4

1 sin16 1 2 1d d d d d d d d .
2 41 sin 1 sin

tr rs w w r w r
rt t

φ θ
+   = − + − −   

   + +
           (29) 

根据(26)和(27)定义的超前和延迟零坐标 ,v w ，可得另一个坐标系，度规相应的形式为 

( ) ( )
( ) ( )

3
22

2 2
6 4

1 sin16d d d d d d d ,
1 sin 1 sin

tr rs v w v w
rt t

φ θ
+

= + + −
+ +

                (30) 

其中 ,t r 分别由下式给出 

( ) π
2

1 1 1 1 1d , d ln .
2 2 21 sin

t
v w v w r r

r
ξ

ξ−
+ = − = =

+∫ ∫                      (31) 

由于度规为 2d d ds v w= 时的空间是平直的，所以它表示零共形平直坐标下的二维空间( ,θ φ为常数)。
维持这个二维空间共形平直的两个类光坐标最一般的坐标变换是 ( ) ( ),v v v w w w′ ′ ′ ′= =  ( v′与 w′是任意的

1C 维函数)，相应的度规为 

( ) ( )
( )

3
22

2 2
6 4

1 sin16 d d d dd d d d d d d
d d d d1 sin 1 sin

tr v w r v ws v w v w
v w v w rt t

φ θ
+ ′ ′ ′ ′= + + − ′ ′ ′ ′ + +

         (32) 

定义 

( ) ( )1 , .
2

t v w x v w′ ′ ′ ′ ′ ′= + = −                                (33) 

则度规的形式为 

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2d , d d , d d , d d , d .s F t x t x G t x t H t x x L t xφ φ θ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − −             (34) 

度规的具体形式由函数 ,v w′ ′的选取决定。选取 ( ) ( )exp 2 , exp 2v v w w′ ′= = − − ，因此 r 由方程 
2 2t x r′ ′− = −                                       (35) 

确定。且 t 由方程 

( ) ( ) ( ) π
2

1exp 4 exp 4 d
1 sin

t
t x t x t xτ ξ

ξ

 
′ ′ ′ ′ ′ ′+ = − − = − −   + 

∫                 (36) 

确定。进而 , ,F G H 与 L 分别由下式给出 

( ) ( ) ( )
( )2

2 2
6 4 4

1 sin4 , , , .
1 sin 1 sin 1 sin

R x tF G H L
r

+′ ′
= = = =

+ + +
              (37) 
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对坐标 ( ), , ,t x θ φ′ ′ 在 2 2 0t x′ ′− < 条件下定义的流形 *� ，函数 r 和 2 2,F L 是正的并且解析。由(34)定义

度规 *g ，则 x t′ ′> 定义的 ( )*, g� 的区域 I 等距于 ( ), g� 。通过图 1 我们可知存在另一个由 x t′ ′< 定义的

区域 I'，也等距于 ( ), g� 。我们把它命名为 LW“喉”另一端的另一个渐进平直宇宙。 
为研究时间周期时空无穷远处的布局，可联系(17)定义新的超前和延迟零坐标来构建 Penrose 图  

( ) ( )arctan , arctan ,v v w w′′ ′ ′′ ′= =                             (38) 

其中 π πv w′′ ′′− < + < ，且 π 2 π 2, π 2 π 2v w′′ ′′− < < − < <  
在 Penrose 图中，用共形坐标(34) (类光曲面总是斜率为 1± 的直线)来表示时空布局，并且整个时空映

射为一个有限图。所以用一种简单的方式来表示类光曲面，在图中可直观的给出其因果关系。远处观测

者在τ  (或 t)时刻看到的一个拓扑结构为 

( )2
2 21 sin

d d
t

s
r

θ
+

= −  

的二维曲面由 Penrose 图的每一点 ( ), rτ 来表示。图 2 中的 Penrose 图整体的阐述了带有“黑洞”时间周

期解的整体布局。 
 

 
Figure 1. Kruskal diagram, you can see the time period space region I and I prime, and area of 0r <  
图 1. Kruskal 图，可看出时间周期宇宙空间区域 I 和 I'，以及 0r < 的区域 

 

 
Figure 2. The Penrose diagram of the LW time period universe 
图 2. LW 时间周期宇宙的 Penrose 图 
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注记 1. 对任意固定的 t∈ℜ度规(22)描述只含两个参量 r 和θ 的流形。这和 Schwarzschild 度规在

Eddington-Finkelstein 坐标下的形式是类似的，即， 

( )2 2 2 2 2 22d 1 d 2d d d sin d ,ms v v r r
r

θ θ φ = − − − + 
 

 

其中 v 为外时空的时间坐标(即 2r m> )。在这种情况下对任意固定的 v∈ℜ，v-截面的诱导度规为 

( )* 2 2 2 2 2d d sin d .s r θ θ φ= − +  

上面的度规同样仅依赖θ 和φ 两个参量。 

注记 2. 在 0 1ln 0H r r H r+ ≥ 时， ( )1 5 , 1 cosnc n f t
f

= ≤ = + 或 1 sinf t= − 时的解也具有类似的物理性

质。 

5. 结论 

本文章研究了具有物理奇性的真空 Einstein 场方程的严格解，利用 Maple 得出解的 Riemann 曲率张

量以及其模长，说明它是一个具有物理奇性的时间周期解。因为具有物理奇点的时间周期解可为引力坍

缩最终状态给出合理的解释，所以这个时空可应用到现代宇宙学和广义相对论中。本文构造的一类特殊

解相比之前的研究有所推广但是还不够广泛，期待有更进一步的开展，解释更多的物理现象。 
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